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KAPITEL 0

Einfiihrung

Aufgabe der Stochastik ist es, Modelle fiir zuféllige Phénomene zu entwickeln, und damit
Vorhersagen iiber deren Ausgang zu machen. Diese Phdnomene sind auflermathematisch,
und ebenso ist die Frage, ob unsere Modelle diese Phinomene adédquat beschreiben, nicht mit
mathematischen Methoden zu entscheiden, sondern nur durch Experimente.

Das in dieser Vorlesung behandelte mathematische Modell verwendet dabei im wesentli-
chen die Mengenlehre und (darauf aufbauend) die Mafitheorie. Im Gegensatz zur Analysis und
linearen Algebra sind also die mathematischen Objekte der Stochastik Mengen sowie Ma-
Be, d.h. Abbildungen von Mengensystemen nach [0, 1]. Dies macht eine Schwierigkeit der
Stochastik gegentiber der Analysis deutlich. Die andere Schwierigkeit ist das Modellbildungs-
problem: Zu einem gegebenen ,,Phanomen” muf ein mathematisches Modell (Mengensystem,
W (ahrscheinlichkeits)-Maf3) konstruiert werden, das dieses ,,Phdnomen” beschreibt.

0.1 Beispiel.

Phinomen beo?ﬁfg;gfi SOEQ mathem. Modell

(a) Werfen einer/s
— Miinze Kopf/Wappen Q={KW}={0,1}
— Wiirfels Augenzahl Q=1{1,...,6}

(b)
— Wetter MeBgrofen (Temp., Druck) | Q=R? (d>1)
- Borsenschwankungen Kurs Q=R

(c) Ausfallraten Anzahl der
von Produkten fehlerhaften Produkte Q=7Z,

Man nennt den Raum Q) den Stichproben-Raum. Er ist die Grundlage des mathematischen
Modells.

0.2 Beispiel. Werfen mit zwei Wiirfeln (rot | weifs). Mefsgrofien: (a,b) mit1 <a,b < 6.
Q={1,...,6}x{1,...,6}

Interessiert man sich nur fiir die Augensumme s = a + b, so ist Q = {2,...,12} ein moglicher
Stichprobenraum.

Im allgemeinen interessiert man sich nicht nur fiir die ,, Wahrscheinlichkeit” von Elementen
i € Q, sondern fiir die Wahrscheinlichkeit von Teilmengen E C (, den Ereignissen. Da mit
w € Q, {w} C Qgilt, reicht es die ,, Wahrscheinlichkeit” fiir Ereignisse E C €} zu definieren.

Ereignis QO O E - P(E) € [0,1]

Wahrscheinlichkeit = Bewertung der Unsicherheit.
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0.3 Beispiel. Werfen mit einem idealen Wiirfel: Q3 = {1,..., 6}. Es ist plausibel, daf8 P({i}) = %
ftir i € Q gilt. Ist nun E =, gerade Zahl”= {2, 4, 6}, so ist plausibel, das P(E) = % gelten sollte.

ENDE vON KAPITEL O




KAPITEL 1

Die o-Algebra der Ereignisse und
Wahrscheinlichkeitsmafse

In diesem Kapitel werden die zwei fiir die Stochastik grundlegenden Begriffe , Ereignis” und
,Wahrscheinlichkeit” mathematisch definiert.

1.1 Definition. Als Stichprobenraum (oder Merkmalmenge) bezeichnen wir eine beliebige nicht-
leere Menge Q # 0.

Q sollte moglichst addquat die Ereignisse des Experiments beschreiben. Die Wahl von Q ist
nicht eindeutig; es ist aber zu hoffen, dafd die Ergebnisse des Modells nicht von der Wahl von Q
abhéngen. Falls Q) endlich ist, stellt die Kombinatorik eine wichtige Methode dar, die seit dem
17. Jahrhundert in der W-Rechnung zentral war. Ist Q unendlich, so werden mafitheoretische
Methoden wichtig, die KoLmoGoroFr (etwa 1930) in die W-Theorie eingefiihrt hat.

1.2 Beispiel.
(1) siehe Beispiel 0.1

(2) Skatspiel: Die Karten werden von 1 bis 32 durchnumeriert, etwa 1 = Kreuz Bube, ..., 32
£ Karo 7. Dann kann man

Q={(AB,O|ABCcll,...32; ANB=ANC=BNC=0;
#A = #B = #C = 10)

setzen und so den Stichprobenraum aller moglichen Skatspiele definieren. Dabei bezeich-
ne fiir eine endliche Menge A, #A die Anzahl der Elemente von A.

1.3 Beispiel. Zusammengesetztes (wiederholtes) Experiment.
(1) Es wird zuerst eine Miinze geworfen und dann gewtirfelt:
Q={W1,W2),...,(W6),(Z1),...,(Z6)}
={WZ}x{1,...,6} (kartesisches Produkt)
(2) Das n-malige Werfen einer Miinze wird durch
Q={W2Z}" = {(w1,..., wn)l wj € {W, Z}}

modelliert. Das n-Tupel (w1, ..., w,) symbolisiert eine Folge von Experimenten, bei der
der j-te Versuch den Wert w; ergeben hat.

(3) Wird das Experiment unendlich oft wiederholt, so ist
Q= {WZIN = {(wo, wn,...)| wj € (W, Z}}

ein geeigneter Stichprobenraum.
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1.4 Konstruktion. Wir haben den Stichprobenraum €3 als Modell zur Beschreibung der moglichen
Ausgtinge eines Experiments eingefiihrt. Wir wollen aber auch komplizierte Ereignisse wie ,In 100
Versuchen wurde zwischen 40 und 60 mal Zahl geworfen” modellieren. Dies geschieht durch gewisse
Teilmengen von Q) und logischen Verkniipfungen, die durch Mengenoperationen erzeugt werden:

sicheres Ereignis = ()
unmdagliches Ereignis = ()
Negation eines Ereignisses = A°=Q\A
Mindestens eines der beiden = AUB
allebeide = ANB
das erste, aber nicht das zweite = A\ B
mindestens eines aus einer Folge = ;4 Ay
alle aus einer Folge = (21 Ay

1.5 Beispiel.
(1) Der Wiirfel zeigt eine ungerade Zahl £

A =1{1,3,5}c(Q; =11,...,6}

(2) Die Augensumme zweier Wiirfel ist > 10 £

Az = {(6,4),(4,6),(5,5),(6,5),(5,6),(6,6)) c Q% = {1,..., 6}

Ein geeignetes System von Mengen, das wir zur Beschreibung von Ereignissen verwenden, ist
gegeben durch:

1.6 Definition. Ein System U C IP(Q2) von Teilmengen von Q heifst 0-Algebra auf Q), falls
(0A;) Qe

(0Ay) Ael = A€

(0A3) IstA, e AVn>1 = (U, A, €U

Die A € U heifsen Ereignisse, die {w}, w € Q Elementarereignisse (falls sie zu A gehoren)

1.7 Bemerkung. Die Tatsache, dafy wir als System der ,Ereignisse” i.a. nicht die komplette
Potenzmenge P(Q)) verwenden, ist auf den ersten Blick befremdlich; sie ist aber praktikabel,
unvermeidbar und sogar sinnvoll:

(1) Man kann zeigen, daf$ auf {iberabzédhlbaren Q es prinzipiell unmoglich ist, sinnvoll
W-MafSe auf ganz IP(Q) zu definieren, sondern nur auf einer kleineren o-Algebra.

1.8 Satz. Es sei U eine o-Algebra auf Q # O und A, B, A, € W fiir alle n € N. Dann gilt
(@) 0eWA, ANBeWA, A\BeUA, AUBeU
(B) NyenAn € A
(c) @) 1iyr£g1fAn = U1 Nien Ak €A
(ii) limsup Ay = (Nys1 Upsn Ak €U

n—o0

1.9 Bemerkung.

w € liminfA, © w € A, fur fast alle n (d. h. bis auf endlich viele n)
w €limsup A, © w € A, fiir co-viele n

Bewels. (a) @ = Q° € A wegen (6A;) und (0A2)
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(b)

(M4 = ( g A;) €%, da | ] A € Anach (04;) und (04s).
nelN nelN nelN

AmB:ﬂAne‘lI, falls Ag=A, A1=B, A, =Q(n=>2)
neN

A\B=ANB‘e

AUB=(ANB) eq

(c) Setzt man fiir n € N, B, = Ujs,, Ak, so ist das als abzdhlbare Vereinigung von Mengen
aus W in A fiir jedes n € IN:

= limsup A, = ﬁ UAk = ﬂ B, e
nelN k>n nelN

Ebenso fiir liminf A, !

Falls Q endlich oder abzihlbar unendlich ist, ist alles viel einfacher:

1.10 Satz. Sei Q) abzihlbar. Die einzige o-Algebra, die alle Elementarereignisse {w)} fiir w € Q enthiilt,
ist A = P(Q)

Bewers. Es reicht IP(QQ) C A zu zeigen.
Sei A € P(Q) beliebig. Falls A abzdhlbar unendlich, etwa A = {wy, w1, . ..}, so ist
A= U{a)n} € A nach (6A3)

nelN

Falls A = {w1, ..., w,} endlich, ist

A= Jlwjeu
j=1

O

o-Algebren werden haufig nicht explizit (durch Angabe aller zugehorigen Ereignisse), sondern
implizit durch Angabe von Grundereignissen und Verwendung der Axiome (1.6) angegeben.
Zum Beispiel wandelt Satz 1.10 die implizite Forderung ,alle Elementarereignisse gehtren
dazu” in die explizite Angabe U = P(Q2) um.

1.11 Lemma. Es sei [ # 0 eine Indexmenge, und fiir i € I sei U; eine g-Algebra auf Q. Dann ist auch
Mier Ui eine o-Algebra.

Beweis. (0A1): Q € A; (nach (0Ay)) fur alle i € . (Ubung) = Qe g (6A2) und (0A3)
ebenso! O

1.12 Satz und Definition. Sei € C IP(Q) ein Mengensystem. Dann ist

AE) := ﬂ A
A g-Algebra
(Clatll
eine o-Algebra, und zwar die kleinste, die € enthilt. Man nennt W(E€) die von € erzeugte o-Algebra.

Beweis. Es ist IP(Q) eine o-Algebra mit € C P(€2). Also enthilt der Durchschnitt mindestens
P(QY) und (1.11) zeigt, dafs A(€) eine o-Algebra ist. Offenbar gilt € c A(C). Ist A’ irgendeine
o-Algebra, die € enthilt, so kommt A’ im Schnitt vor, also A > A = A(E). A(C) ist also die
kleinste. 0

Sommersemester 98
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1.13 Bemerkung. Der Satz 1.10 stellt also einen Zusammenhang zwischen impliziter und
expliziter Definition einer o-Algebra dar, denn er besagt: (3 abzidhlbar =

A(Elementarereignisse) = P(Q)
implizit explizit

Das Konstruktionsprinzip der erzeugten o-Algebra wird nun erstmals wichtig fiir die aus zwei
Teilexperimenten zusammengesetzten Experimente, die ja als Stichprobenraum nach Bsp. 1.3
Produktmengen haben.

1.14 Beispiel (zwei Experimente). Es werde das erste Experiment durch (€;, ;) beschrieben,
sowie das zweite durch (€2, Ay). Sei Q3 = 21 X . Wir wollen mindestens die Teilmengen

A1 x€); (% Dbeim ersten Experiment geschieht A;) und
Q) XAy (& beim zweiten Experiment geschieht A;)

in der o-Algebra haben. Wir verwenden deshalb auf Q) = Q; x ), die Produkt o-Algebra
AWy @ Wy := A({A1 X Qp, Q1 X A2}l A1 € Wy, Ay € Wy})

Insbesondere gehoren dazu die Mengen
A XAy = (A1 X Q) N (Q X Ay) fallsAj € ¥

(1) Spezialfall:
Sind €4, abzdhlbar, so auch (; X (. Falls %A; = P(Q;), A = P(Y), so ist jedes
Elementarereignis {(w1, w2)} € (O X (), als
{(w1, 02)} = {w1} X {w2} € A @Ay

und somit nach Satz 1.10

911 ® mz = ]P(Q1 X Qg)

(2) Der zweimalige Wurf eines Wiirfels werde durch Q = () X Q, mit (; = Q, ={1,...,6}
modelliert. Ist A; = IP(Q;), so ist die Produkt o-Algebra %; ® A, die Potenzmenge P(Q2)
und folglich z.B. :

erster Wurf ungerade
Summe > 10
beide Wiirfe gleich

{1,3,5 x{1,...,6}
{(6,4),(4,6),(5,5),(6,5),(5,6),(6,6)}
{1,1),2,2),...,(6,6)}

1.15 Beispiel. Ein Experiment, das durch (€, %) beschrieben wird, soll mehrmals wiederholt
werden. Die Zahl der Wiederholungen werde durch eine Menge I indiziert, also etwa:

> 1> 1k

I={1,...,n} Dbei n Wiederholungen
I=IN bei oco-vielen Wiederholungen
I=1R, bei kontinuierlichem Prozef3

I entspricht der Menge der Zeitpunkte. Stichprobenraum:
Q' ={(w;: i€])| wieQ)

w; beschreibt das Ereignis des i-ten Experimentes bzw. der i-ten Beobachtung. Auf Q' soll nun
eine geeignete o-Algebra definiert werden. Dazu sollten zumindest Ereignisse gehoren, die
tiber ein bestimmtes Experiment j € I eine Aussage machen, also die Mengen

Zi(A) = {(w) € Q| w; € A, w; beliebig fiir i # j}
Die von dem System

C=1{Z(A)jel, Ae)
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erzeugte o-Algebra heifst Produkt o-Algebra
A =A(Z(A) jel, Acq))
Falls I = {1,...,n} schreiben wir auch A*" dafiir. In diesem Fall gehoren die Mengen
A x Ay=()Zi(A)
j=1
zu A®", falls alle A; € U;.
(1) Bemerkung. Ist Q hochstens abzédhlbar und U = P(Q), so ist nach (1.10) auch A" = P(Q").

(2) Bemerkung. Falls I unendlich istund Q mehr als ein Element hat, dann ist Q' iiberabzéhlbar
und (1.15(1)) gilt nicht.

(3) Beispiel. Ein Wiirfel werde n-mal geworfen. Es ist O = {1,...,6}" und o-Algebra
(P{1,...,6})%" =P({1,...,6}"). Das Ereignis

»mind. eine Sechs” ={(w1 ..., w,)| w; = 6 fiir mind. ein j € {1,...,n}}
=Z1{6} U Zr{6} U ... U Z,{6}
gehort also zur o-Algebra.

1.16 Beispiel (Die BoreLsche 0-Algebra). Risttiberabzédhlbar und die Potenzmenge als Menge
von Ereignissen ist zu grofs. Man mochte aber zumindest die Intervalle dabei haben und auch
die einpunktigen Mengen.

(1) Definition. Die Borersche o-Algebra auf R ist die kleinste o-Algebra, die alle Intervalle
I = (a,b] mit a < b enthilt, also

B(R) = A({(a,blla < b; a,b € R})
Die Elemente von B(IR) heifien BoreL-Mengen.
(2) Eigenschaften.

(i) Jedes Elementarereignis {a} liegt in B(IR)

(ii) (a,b), (=o0,b), (a, ) € B(R) (offene Intervalle)
(iii) [a,b], (o0, b], [a, 00) € B(R) (abgeschlossene Intervalle)
(iv) [a,D), (a,b] € B(R)

Bewess. (i) Esist {a} = M,51(a — 1,a] € B(R).

(a,b) = (a,b] \ {b} € B(R); [a,0) = (a,b) U {a} € B(R)
(—00,a] = U(a —n,a] € B(R)
n>1

und die iibrigen gehen genauso.
O

(3) Beispiel. Die Menge aller Zahlen in [0, 1], die ,7” in der Dezimalentwicklung nach dem
Komma haben, ist BoreL-Menge, da A; = [0, 7;0, 8). Genauso ist die Menge mit ,,7” in der
zweiten Stelle hinter dem Komma, namlich

A, =10,07;0,08) U [0,17;0,18) U ... U [0,97;0,98) € B(R)

und analog A,% ,7 in der n-ten Stelle” € B(RR).
Nach Satz 1.8 (vgl. Bem. 1.9) gehort also auch

limsup A,% ,,7 kommt co-oft vor”

n—oo

zu B(R).

Sommersemester 98
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(4) Satz. Jede offene Teilmenge von R gehort zu B(R).

Beweis. U C Roffen © Yx e Ude > 0: (x—¢,x+ ¢) C U. Offensichtlich gehoren die
offenen Mengen 0§, R € B(RR). Seinun U # Qund U # R. Esist UNQ = {q0, 41, .. .} abzdhlbar.
Zug, € UNQwéhlen wir ein ¢, > 0,s0 dafs (§, — €y, gn+ 1) C U, aber (§,—2¢&,, gn+2¢,) ¢ U.
[Dies geht, da U # R: Wir wihlen ein ,,maximales” ¢ > 0 mit (x — ¢,x + ¢) C U fur x € U.]

Dann gilt:
U= U(Qn —&nqn t En)
nelN

, 0 gilt nach Definition von ¢,, ;.

,C”: Sei x € U beliebig. Dann existiert genau ein € > 0 mit (x — ¢, x + €) € U. Da Q dicht in
R liegt, gibt es ein g, mit |g, — x| < §.

Behauptung: § < ¢,
BewEis: Annahme: § > ¢,,.

Sei z € (gn — 2€u,qn + 2¢,) beliebig. Dann:

I3
|z—x|§|z+q,,|+|qn—x|<2£n+§

& &
25 4 S =
<3+3 &

Daraus folgt aber:
(Gn —2&n,qn+2en) C(x—e,x+e)cU %

Also ist x € (g — €, gn + €x). Und folglich

x€ | J@n— e qn+ ) € BR)
nelN

da nach Bsp. 1.16(2) (g — €n,qn + €1) € B(R) flir allen > 1. O
(5) Korollar. Jede abgeschlossene Teilmenge von R gehort zu B(IR).

Bewers. Ist A C R abgeschlossen, dann ist A° C R offen. Nach Bsp. 1.16(4) ist dann A° €
B(IR) und nach Def. 1.6(cA,) A = (A°)° € B(R). O

Die Borersche o-Algebra B(IR) enthilt also viele Mengen.

Nachdem wir bisher den Stichprobenraum Q und die o-Algebra der Ereignisse U definiert ha-
ben, benttigen wir nun noch eine Abbildung P : A — [0, 1], die uns sagt ,, wie wahrscheinlich”
ein Ereignis A € Wist.

Dabei sollte P die folgenden , plausiblen” Eigenschaften besitzen:

(@) P(QQ) =1 (Normierung)
(b) P(AUB) =P(A)+ P(B), fallsANB=0 (endliche Additivitat)

1.17 Definition. Es sei 2 eine o-Algebra auf Q. Eine Abbildung P : A — R, heif3t Wahrschein-
lichkeitsmafl auf (), falls gilt:

(WM1) P(U An) = Y. P(A,) fur jede disjunkte Familie (A,),en von Ereignissen A, € U
nelN nelN

(WM) P(Q)) =1
[Die Familie (A;)sen heifit disjunkt, falls A, N A,, = 0 fir m # n]
Das Tripel (Q, U, P) wird als Wahrscheinlichkeitsraum bezeichnet.
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1.18 Beispiel (LapLacEscher W-Raum). Ist Q eine endliche Menge, so definiert
#A
P:P(Q R P(A) = —
@R, PA):= 1o
ein W-MaS. Diese diskrete Gleichverteilung wird unter anderem dann verwendet, wenn aus

Symmetriegriinden alle Elementarereignisse als gleichwahrscheinlich angesehen werden. Wir
bezeichnen die diskrete Gleichverteilung auf Q) mit Lo; (QQ, P(Q), Ln) heifit LapLAcE-Raum.

1.19 Beispiel.

(1) (fairer Miinzwurf)
Modell: Q = {W, Z} mit A = P(Q). Gleichverteilung P(A) = %#A fir A e A.

(2) (verfdlschte Miinze)
Wappen = ,,1%; Zahl = ,0”. Modell: Q = {0,1}, A = P(Q).
Ist die Miinze nicht fair, so liegt ein BERNOULLI-Experiment vor:
Es sei p € [0,1]. Dann ist durch 8, : P(Q) — Ry; B1,(0) = 0; B1,(Q) =1; B,{l} =p;
B1,{0} = 1 - p die allgemeine Form eines W-Mafses auf einer zweielementigen Menge
gegeben. Fiir p = % erhalten wir wieder die Gleichverteilung aus (1.19(1)).

(3) (wiederholtes Werfen einer fairen Miinze)
Modell: Q = {1,0}" mit A = P(Q2) und der Larrace-Verteilung P = Lq. Das Ereignis ,alle
Wiirfe gleich” £ A ={(0,...,0),(1,...,1)} und es gilt P(A) = % =21,

(4) (binary search)

Aus einer angeordneten Menge von 2" — 1 Elementen wird ein Schliisselwert gesucht,
indem man im ersten Schritt das 2"!-te Element mit dem zu suchenden vergleicht. Besteht
Gleichheit, ist man fertig; ist das zu suchende Element kleiner, so macht man mit den ersten
2"-1 —1 Elementen weiter; ist es grofler, so setzt man das Intervallhalbierungsverfahren mit
den 2"~! — 1 Elementen 2" + 1, ...,2" — 1 fort.

Modell: Q = {0,1,...,2" — 1}, wobei 0 £ ,Element nicht gefunden”. Die Teilmenge
A = {2772 2171 3. 272} ist dann zum Beispiel das Ereignis: ,man braucht hochstens zwei
Suchschritte” und B = {0,1,3,...,2" — 1} ist ,man braucht n Schritte”. P = Lq. Es folgt
P(B) = % +27",

(5) (Punktmaf)

Es sei A eine o-Algebra auf Q) und x € Q. Dann ist durch

1 fallsxe A

A== {0 falls x ¢ A

ein W-Maf3 auf Q definiert.

Beweis. Esist £,(Q) =1, da x € Q und fiir eine disjunkte Familie (4,), C U gilt entweder

(i) xliegtin genau einem der A,

= x€ UA” = SX(UAH)zl

nelN n

und E,(A,) = 1 fur genau ein n.

(ii) xliegtin keinem der A, = x ¢ (J, A,.

1.20 Satz. Es sei (QQ, A, P) ein W-Raum.
(a) P(@)=0

Sommersemester 98
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(b) YA,B e Ugilt
P(AUB) =P(A) + P(B) - P(ANB),
insbesondere gilt P(A U B) = P(A) + P(B), falls A und B disjunkt sind.
(c) ImFall A,B € Wund A C B gilt

P(B\ A) = P(B) — P(A)
Insbesondere gilt P(A) < P(B) und P(A°) =1 — P(A).
(d) Es sei (Ay)n C Weine aufsteigende Folge, d. h. A, C An+1 Y1 € IN. Dann gilt

P( U An) = lim P(A,) Stetigkeit von unten

nelN n—oo
(e) Essei(Ay)n C U eine absteigende Folge, d. h. A, D Ap+1 Y1 € IN. Dann gilt

P( ﬂ An) = lim P(A,) Stetigkeit von oben

nelN n—oo
BEwEI1s.
(a) Setzen wir Ag = Qund A, =0 VYn > 1. Nach 1.17(WM,),(WM,) ist dann:
1=P©Q) = P(|_JA) = P(Ao) + Z P@) > 1 + P(0)
nelN n>1
= 02> P(®) > 0.
(b) Fal1: ANB=0
Setze Ag = A, A1 = Bund A, = 0 fiir n > 2. Nach Teil (a) gilt dann:
P(AUB) = U Ay) = P(A) + P(B)
neN

Fall 2: A, B € U beliebig.
Dann sind B \ A und A, sowie B \ A und A N B disjunkt. Daraus folgt:

P(A U B) =P((B\ A)JUA) = P(B \ A) + P(A)
=P(B\ A) + P(AN B) + P(A) - P(AN B)
=P((B\ A)U(A N B)) + P(A) — P(A N B)
=P(B) + P(A) — P(A N B)

(c) Folgt sofort aus (b)
(d) Betrachte die disjunkte Folge (B,,), mit By = Ag; By+1 = Ays1 \ Ay. Dann gilt

P(A,) =P( UB iP(Bm)
m=0
UA ) =p( U . =ZP(BH)

nelN nelN neN
n
=1lim ) P(By) = hm P(A,)

n—oo
m=0

(e) Folgt aus (c) und (d).
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1.21 Anwendung (n-faches Wiirfeln). Modell: Q ={1,...,6}", A =P(Q), P = Lo

A ={(w1, ..., w,)| w; = 6 fiir mindestens ein j < n}

£ mindestens eine Sechs

Um P(A) zu berechnen, ist es einfacher P(A°) zu berechnen und dann Satz 1.20(c) zu verwenden.
Esist

A° = {(an, ..., wn)| w; <5 fiir alle j}

Und somit

P(A)

_HAC #1505 (5)”
T H#Q O #(1,...,60 6 \6
Nach Satz 1.20(c) ist dann

5 n
P(A) = 1- P(A%) = 1 —(g)

Im Fall n = 13 gilt P(A) = 0,907. Man muf$ also 13 mal wiirfeln, um mit der Wahrscheinlichkeit
von mindestens 90% eine (oder mehrere) Sechsen zu wiirfeln.

Es ist oft miithsam, fiir alle Ereignisse A € A den Wert von P(A) anzugeben. Diskrete, d. h.
abzdhlbare W-Rdume, konnen durch den Begriff der Zahldichte einfacher beschrieben werden.

1.22 Definition. Es sei Q) abzdhlbar. Eine Funktion f : QO — R, heif$t Zihldichte, falls

Y f@=1

weQ)

1.23 Satz. Es sei Q) abzihlbar und W = P(Q). Zwischen W-Mafen P und Zihldichten f auf Q3 besteht
folgender bijektiver Zusammenhang:

(a) Ist P ein W-Maf$ auf Q, so ist durch
fr: Q—=R,, fr(w) :=P(lw}), weQ
eine Zihldichte fp definiert
(b) Fiir jede Zihldichte f gibt es genau ein W-MafS P mit fp = f, niamlich

P(A):= ) f@)

weA

BeweIs.
(a) Esist fp(w) = P({w}) > 0 und wegen 1.17(WM,),(WM>) gilt

Y folw) =Y Pl = P(|_Jtw}) = P@) =1

we) weQ) we)

(b) Esist P(QY) = } eq f(w). Ist (A,), eine disjunkte Familie, so gilt wegen der Assoziativitit
der Summation:

AUJa)= ), f@=) ), f@ =) P

nelN we lJ A nelN weA, nelN
neN

= P ist W-Mafs.
Ist Q ein weiteres W-Maf$ mit fp = f, so folgt fiir alle A C Q

Q) = Q| Jiwt) = Y Qtah =Y folw) = Y fw) = P@)

weA weA weA weA
O

Es gentigt also, zur vollstindigen Beschreibung eines diskreten W-Mafles, seine Zghldichte
anzugeben.

Sommersemester 98



16 StocHASTIK I

1.24 Beispiel.

(1) Die Gleichverteilung Lq auf einer endlichen Menge Q hat die konstante Funktion

1
f (w) = m
als Zahldichte.

(2) Esseienp € [0,1]undn >1;Q ={0,...,n}, A = P(Q). Dann ist durch

f) = (’,Z) P -py ™ (fiirke Q)

eine Zdhldichte definiert, denn f(k) > 0 und

Y fk)= Z(:)Iﬂk(l = (pr-p) =1"=1
¥=0

n
k=0

Das durch f definierte W-Maf$ 8,,, mit

Buplk) = (’;) pa-prt

heif$t Binomialverteilung mit Parametern n und p. Im Fall n = 1 erhalten wir die BERNoULLI-
Verteilung aus Bsp. 1.19(2).

(3) Ein wichtiges W-Maf auf IN ist die Poisson-Verteilung Iy mit Parameter A > 0. Sie ist durch
ihre Zahldichte

n

fn) =1L ({n}) := %e_}\ (n € N)

definiert. [Es ist f(n) > 0und Yy 4;e! = ele™d =¥ = 1]

(4) Die geometrische Verteilung G, ist fiir p € (0,1) das W-Mafs auf IN mit Zahldichte
f@) =p(-p)*

1.25 Beispiel (kontinuierliche Gleichverteilung auf [0,1]). Naiver Versuch, eine Gleichver-
teilung auf Q = [0, 1] durch Zahldichte f(w) = € zu erhalten, schligt fehl:

iste>0 = P(Q)zZe:oo-e:ooil

we)

iste=0 = P(Q):ZO:O;&l

weQ)

Wir zeigen nun, dafS unsere Probleme u. a. daher rithren, daf8 4 = IP(Q)) als o-Algebra zu grof3
ist. Wir formulieren den Begriff der Gleichverteilung durch die Translationsinvarianz, d. h. dafs
fiir alle A € U, x € R die verschobene Menge A + x = {a + x| a € A} im Fall A + x C [0, 1] wieder
zu U gehort und P(A + x) = P(A) gilt, wobei P die ,,Gleichverteilung” auf [0, 1] sein soll.

(1) Bemerkung. Es gibt kein auf ganz IP([0, 1]) definiertes translationsinvariantes W-Mafs P.
[Beweis: VritaLi, Stochastik IT]

Es ist also unvermeidlich, dal wir eine kleinere o-Algebra auf (O = [0,1] wahlen. Wir
verwenden die BoreLsche o-Algebra

B([0,1]) = {A € B(R)| A c[0,1]}

(Man zeige, daf$ dies eine o-Algebra ist!)
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(2) Faktum. Es gibt genau ein W-Mafs P =: A1) auf B([0, 1]), das translationsinvariant ist. Es
ist charakterisiert durch die Eigenschaft

Mon((@,bl)=b-a  fir0<a<b<1

Es folgt:
Molal = lim Apa - al =0

(Stetigkeit von oben!)
= Aoa([ab]) = Ap(@ b)) = Aoay([a,b) = b-a

Die Translationsinvarianz fiir Intervalle kann man auch direkt ablesen:
Mon(@+x,b+x])=(0+x) - @+x)=b—a=Ap((@,bl)

(3) Beispiel. Wahle w € [0,1] = Q zufdllig. Fiir n > 1 betrachten wir das Ereignis: , die

n-te Nachkommastelle in der Dezimalbruchentwicklung (eindeutig, falls Periode 9 ausge-
schlossen!) ist 7“.

10"1-1
k 7k 8
Ay = +—,—+ )
g [10H 107" 1071~ 10"
Es ist
10"1-1
k 8 k 7
01U = ) [(mn—l " W)_ (10*1—1 " W)]
k=0
1 1
_ n-1, _=- _ -
=10 10"~ 10

Wir wollen wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit irgendwo eine Sieben vorkommt, also
die Wahrscheinlichkeit von | J;;_; A, = A. Deren Komplement:

B=A = ﬂ B,  mit
n=1

_ kl kn kl kn+1
Bn— L—ij [1_()1+"'+1071’1_01+"'+ 107 )

(= die ersten n Stellen sind # 7)

Es ist

9 n
A[0,1](B,) = 2 10*”=9”~1o*”=(_)
[0,11(B,) P 10

Da offensichtlich B,, D B,.1, folgt mit Stetigkeit von oben
. . 91\
A[0,1](B) = lim A[0,1](B,) = lim (E) —0

= P(A) = 1, d.h. mit Wahrscheinlichkeit 1 kommt in einer zufillig gezogenen Zahl
w € [0, 1] eine Sieben vor.

ENDE VON KAPITEL 1
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KAPITEL 2

Der Larracesche
Wahrscheinlichkeitsraum und
kombinatorische
Wahrscheinlichkeitsrechnung

Wird als stochastisches Modell die Gleichverteilung Lq auf einer endlichen Menge Q) gewahlt
(geschieht immer dann, wenn die Elementarereignisse wegen ihrer Gleichartigkeit als gleich-
wahrscheinlich angesehen werden), ist die Bestimmung der Zahl der Elemente von A C Q
wesentlich wegen Lo(A) = #4. Diese Fragestellung ist Gegenstand der Kombinatorik. Dabei
interessiert uns oft die Zahl der Moglichkeiten, wie aus einer gegebenen Menge mehrere Ele-
mente ausgewdhlt werden kénnen, etwa aus einer Urne mit/ohne Zuriicklegen.

2.1 Definition. Essei A # Qund k > 1.

(@) (i) Jedes k-Tupel (a1, ..., ar) mita; € A heiflt k-Permutation aus A mit Wiederholung; A¥ ist
die Menge der k-Permutationen aus A mit Wiederholung. Die Menge A¥ beschreibt
das Ziehen von Kugeln mit Zuriicklegen und Reihenfolge.

(i) Eine k-Permutation aus A ohne Wiederholung ist ein k-Tupel (a1, ...,ax) mit a; # a;

fiir alle i # j. Die Menge aller solchen Permutationen bezeichnen wir mit P]f. Sie
beschreibt das Ziehen ohne Zurticklegen und in Reihenfolge.

Kommt es auf die Reihenfolge nicht an, spricht man von Kombinationen:
(b) (i) Als k-Kombination aus A ohne Wiederholung bezeichnen wir eine k-elementige Teil-
menge {a1,...,a} C A. Die Menge dieser Kombinationen nennen wir 7({‘.

(if) k-Kombination aus A mit Wiederholung bezeichnen wir auch als {ay, .. ., ar}, wobei jetzt
der Fall a; = a; nicht ausgeschlossen ist (Wir identifizieren {1, 1,2} mit {1,2,1} und
{2,1,1} aber nicht mit {1,2}). Die Menge aller k-Kombinationen mit Wiederholung
nennen wir M‘;‘.

2.2 Satz. Essei A # 0, #A = nund k > 1. Dann gilt

(a) #AF = n* (k-Permutationen mit Wiederholung)
(b) #P]‘f = =nn-1)-...-(n-k+1)=k'(}) (k-Permutationen ohne Wiederholung)
(c) #KA = () (k-Kombinationen ohne Wiederholung)

(d) #M} = ””,fl (k-Kombinationen mit Wiederholung)
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BEwEIs.
(@) #AF = (#A) = n*
(b) Fiir a; gibt es n Moglichkeiten; fiir a; (n — 1) Moglichkeiten und fiir a;, nachdemay, ..., a1

festgelegt sind, gibt es n — j + 1 Moglichkeiten. Insgesamt also

n(n—l)-...-(n—k+1):k!(Z)

Moglichkeiten.

(c) Kommt es auf die Reihenfolge nicht an, so fallen jeweils k! Permutationen, die aus densel-
ben Elementen bestehen, zu einer k-Kombination ohne Wiederholung zusammen. Deren
Anzahl betragt also

TR
k\k) T \k) T k= k!

(d) Ohne Einschréankung: A = {1,...,n}. Jeder k-Komb. mit Wiederholung {ay, ..., ax} (wobei
wir die a; so aufschreiben konnen, dafs a; < a; < ... < gx) ordnen wir eine k-Kombination
ohne Wiederholung

fday,...,a ) =l +Lax +2,...,ar + k}

aus Elementen von A’ = {2,...,n + k} zu. f ist offensichtlich injektiv und auch surjektiv,
denn das Urbild von {@/,...,a;} € K ist {a} —1,a;, - 2,...,a, -k} € M

= #M,f:#?(ﬁ’:(#?)z(””;‘l)

2.3 Beispiel.
(1) Die Wahrscheinlichkeit, beim Skat alle 4 Buben auf die Hand zu bekommen, betragt

(5)
~£° 50,0058
10

,4Buben“£ A = {w € Q| 4,12,20,28 € w}

besteht aus den Teilmengen von {1, ..., 32}, die die 4 Buben 4, 12, 20, 28, sowie noch 6 andere
aus den restlichen 28 Karten, beliebig ausgewahlt, also #A = (268).

(2) Auseiner Urne,inder N = r+sKugeln und zwar r rote und s schwarze liegen, werdenn < N
(ohne Zuriicklegen und ohne Reihenfolge) gezogen. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit,
dafd genau k davon rot sind.

1,...,r,r+1,...,r+s Q=K mitP = £
—_—— ——— —_—
rot schwarz

A =lwe Q#wn{l,...,r}) =k}
swc{l,...,r+s}|#won{l,..., ") =kA#Hwn{r+1,...,r+s}) =n—-k}

Der k-elementige Teil roter Kugeln 148t sich auf genau (;) Arten auswéhlen und der (n - k)-
elementige Teil der schwarzen auf (,°,).

= #A, = (IZ)(n i k) = P(Ag) = %,
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Wegen Q = W, Ax = XYj_o P(Ax) = 1ist durch

DG
Wn,N,r{k} = YN 0< k <n
o)
ein W-Mafs auf {0, ..., n} definiert, die Hypergeometrische Verteilung.
(3) In einer Lieferung von 10000 Schrauben seien 2% defekt. Nimmt man 100 Schrauben
heraus, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir genau k defekte gerade H100,10000,200{k}.
k| o | 1 | 2 | 3 | 4|5
FH100,10000,200 1k} ‘ 0,131 ‘ 0,271 ‘ 0,275 ‘ 0,183 ‘ 0,090 ‘ 0,035

2.4 Beispiel. Die Mengen AF, Pf, (K,f, MI‘(“ koénnen nicht nur zur Modellierung des Ziehens von
k Kugeln aus einer Urne mit n Kugeln verwendet werden.

Andere Sichtweise: Verteilung von k Gegenstanden auf n Zellen. Das Tupel a1, . . ., ax beschreibt
dann das Einlegen eines Gegenstandes in Zelle a;, eines in Zelle 2, usw.

Belegungsmodell Urnenmodell mathematisches Modell
k Gegensténde auf # Zellen k mal Ziehen aus Urne mit 7 Kugeln | Mengen A = {1,...,n}
(1) (unterscheidbare Objekte) (1) (mit Reihenfolge) (1) Permutationen
(a) mit AusschlieBungsprinzip (a) ohne Zurticklegen Q=P8 #Q=k()
(b) ohne AusschlieBungsprinzip (b) mit Zuriicklegen Q=A" #Q=rnt
(2) (nicht unterscheidbare Objekte) (2) (ohne Reihenfolge) (2) Kombinationen
(a) mit AusschlieBungsprinzip (a) ohne Zurticklegen Q=% #Q=()
(b) ohne AusschlieBungsprinzip (b) mit Zurticklegen Q=M}, #Q-= (”+l’:'1)

(1) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, daf in einer Gruppe von k Personen ein Geburtstag
mehrfach vorkommt.

Modell: n = 365 Zellen und k unterscheidbare Objekte; Mehrfachbelegungen sind moglich.
Q=11,...,nf, A=PQ), P=Lo
Sei

EZ#,ein Geburtstag kommt mehrmals vor”
=w = (w1,...,0r) € Q[ A, j€{L,...,k} : w; = w;}

= E°£,alle Geburtstage verschieden”
=w = (w1,...,wx) € Q w; # w; Vi# j}

—pll,..n}
_Pk
{1,....n}
1 _ )y — 1 _ k
= P(E)=1-P(E) =1 re
_1_(n)k_1_n(n—1)-...-(n—k+1)
ok nk

R

Firxe[0,1] giltl —x<e™
= P =1-(1-2)1-2) (1-1)

n n
1 2 k-1 k-1

>l —exp|-——--=- R =1- -k
- exp( n n n ) exp( 2n )

Fiir n = 365 ist P(E) > 3 fiir k > 23. Fiir k ~ 70 ist P(E) > 0,9987.
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Ein wichtiges Hilfsmittel, das in der Kombinatorik hdufig verwendet wird, aber fiir beliebige
W-Mafe gilt, ist die Siebformel:

2.5 Satz (SYLVESTER, POINCARE). Es sei (QQ, U, P) ein W-Raum und Ay, ..., A, €A

P(QA1)=Zn;<—1)"_1 Y. ([()4)

k= Jcilmm  jel
#]=
Beweis. Entweder direkt aus der Definition des W-Mafles oder spéter (folgt aus Satz 2.7(b),
der spater bewiesen wird). ]

2.6 Beispiel. Auf einem Ball, an dem # Paare teilnehmen, werden alle Paare zufallig zusam-
mengesetzt. Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dafy sich mindestens ein Paar wiederfindet?

Ein Elementarereignis w = (w;, .. ., @,) bedeutet dabei:

Dame 1 tanzt mit Partner von Dame w1
Dame 2 tanzt mit Partner von Dame w, usw.

Uns interessiert die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A = {w € Q] w; = j fiir mindestens ein j = 1,...,7n}
Fuar [ c{1,...,n}sei

Aj={weQuj=jVjel=pPV  falls#] =1

= P(A) =5 = D s g = 1.

Nach der Siebformel gilt dann:

Py =P(| JAy) =Y 0 Y P(()An)
j=1 I=1 i

jcllmn)  je]
#]=1
n n (]’l—l)'
=YD Y P =Y 0T Y
=1 JciL, ) =1 (L)
#]=1 #]=1
- 1o (n=1D)! (1.0} _ - 1 n\(n D!
D e e D e U W B
=1 =1
N EDT T e (-
= el L
=1 I=n+1
~ 0,632 schon fiir relativ kleine n

Die Siebformel ist ein Spezialfall der folgenden Aussage, die die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs
genau bzw. mindestens k der Ereignisse Ay, ..., A, eintreten, angibt.

2.7 Satz. Essei (QQ, U, P) ein W-Raum und A, ..., A, € W. Filr 1 <k < nsei

By = U ﬂ AiNn ﬂ A; »genau k der Ereignisse treten ein”
JciL,.n} je] i3l
#]=k
Cy:= U ﬂ Aj ,mindestens k der Ereignisse treten ein”
Jci,.n} je]
#]=k

Es bezeichne

Si= Y P(mA]-) firt<k<n

Dann gilt:
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(1) P(B) = lzk =1*()s,

) P = LS
Beweis. Der Beweis von (a) kommt spéter.
(b) Wir zeigen, wie (b) aus (a) folgt:
Beweis durch absteigende Induktion nach k. Fiir k = n ist Cy = (jeqr,.,p Aj = P(Cn) =
P(N} Aj) = S
k+1 — k>1:Esist Cy = ByUCg41.
= P(Cy) = P(Bi) + P(Cis1)
Nach Induktionvoraussetzung und Teil (a) folgt:
P(Ci) = P(By) + P(Cys1)

- Z(_l)lfk(ll()sl + Z (_1)1—]91(1 ;{ 1)51
I=k

I=k+1

=5 Y v (i) - (1 ))s

I=k+1

=S+ ) (—1)”(;:11)51

I=k+1

e e ()-00)-65)

2.8 Beispiel.
(1) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, beim Skat nach dem Austeilen 3 Buben zu bekommen?

Modell: Q = K\, A = P(Q), P = Lg. Buben: 1,2,3,4 und fiir 1 < j < 4 sei

Aj={w € Q] j € w} = ,man bekommt Bube j*

Gesucht ist dann die Wahrscheinlichkeit von Bs £ ,genau drei Buben” und C; £ ,minde-
stens drei Buben”. Es ist

ss= ), P([)4)

Das Ereignis, 3 bestimmte Buben zu bekommen, ist isomorph zu ‘](7[1""’29] (3 Buben fest,
bleiben 7 Karten aus 29). Fiir ] € {1,...,4} und #] = 3 gilt dann

P(mAf) T 2y~ 124
j€J 10
3 3 3 (4 12 3
= — 1:—#‘]‘{1 """ 4’:— = — = —
= 5 124 Z 124 8 124\3 124 31
Jci1,... 4}
#]=3

4 Bsp.2.3(1) 21
si=P((14) "= 55

4 66
)54 =399~ 0,0734

P(C3) = (2)53 - (3)54 = % ~ 0,0793
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(2) Beim alphabetischen Sortieren einer Liste mit n Eintragen ist bei bestimmten Algorithmen
(z. B. quicksort) die Rechendauer besonders grof$, wenn viele Elemente richtig sortiert sind.

Modell: Q = gDill rrrrr n}

Seien

, A=P(Q), P=Lo.

By = {w € Q| wj = j fiir genau k Zahlen j € {1,...,n}}

Aj=lweQ w=j)

Aj={weQlw;j=jfiuralleje]c{l,...,n}}

In Bsp. 2.6 haben wir gesehen, daf3

n 1
S = (I)P(A{l,...,n) =7

Nach Satz 2.7(a) ist dann

~ n B [_kl 1
P(Bk>—;< ) (k) i

n—k

n
1 1
_ 1k _ 1
‘g( b kKi(I=k)! k!

k=0

(L
U

1

kle

ENDE VvVON KAPITEL 2




KAPITEL 3

Wahrscheinlichkeitsmafse mit
Dichten auf R?

Im letzten Kapitel haben wir endliche bzw. abzdhlbar unendliche Wahrscheinlichkeitsraume
betrachtet. Nach Satz 1.23 sind die Wahrscheinlichkeitsmafie dann durch ihre Zghldichte ein-
deutig bestimmt, d. h. es gilt P(A) = )} ,c4 Plw}.

Haufig treten aber auch Mefgroflen auf, die reelle Zahlen oder Vektoren im R? sind. Wie
in Bsp. 1.25 gezeigt, gilt im Falle der kontinuierlichen Gleichverteilung auf [0,1], AY{w} = 0
fiir alle @ € [0,1]. Die von uns jetzt betrachteten W-Mafle auf R? werden die Eigenschaft
Plw} = 0 Yw € R? besitzen (solche Mafle heiflen , diffus”). Gleichwohl werden auch diese
Mafie wieder mit Hilfe einer Funktion f : R?Y — R, definiert, ihrer Lesescue-Dichte im
Unterschied zur Zahldichte aus Kap. 1. Wie in Bsp. 1.25 miissen wir zuerst das Integral einer
positiven meflbaren Funktion einfithren, sowie eine kleinere o-Algebra als die Potenzmenge.
Bsp. 1.25(1) gilt hier entsprechend!

3.1 Definition.
(a) Fiira = (a1,...,a4), b= (b1,...,bs) € R? sei
(a,b] ={x=(x1,...,x)laj <xj < bjfirallel < j<d}
ein (halb)offener Quader.

(b) Die Borersche g-Algebra auf R? ist die kleinste o-Algebra B(IRY), die alle halboffenen Quader
(a,b] mit a,b € R? enthilt, d. h.

B(R') = A({(a, bl a,b € RY))
Jedes Element E € B(IR?) nennen wir (Borer)-mefbar oder BoreL-Menge.
(c) Fiir Q € B(R?) sei
B(Q) = {A € BRY)| A c Q}
die o-Algebra der BoreLschen Mengen auf Q).

3.2 Satz. B(R?) enthiilt alle offenen und alle abgeschlossenen Teilmengen von IR?.

Bewsrs. Es sei A ¢ IR? offen und es sei
M = {(a,blla,b e Q% (a,b] c A}

Dann ist M abzéhlbar und somit wegen Def. 1.6(cA3)

A= U Q € B(RY)

Qe
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Trivialerweise gilt A” ¢ A. Umgekehrt: zux € A ¢ > 0 mit
K@) =y e R e —yll <) c A

In K, (x) liegt ein (a,b] € M mit x € (a,b] und somit x € Uge Q = A, d.h. A = A" Ist BC R*

abgeschlossen, so ist B° offen und deshalb eine Borelmenge und wegen Definition 1.6(cA;) =
(0Ap)

B € B(R?), =5 B = (B)° € B(RY). i
3.3 Definition. Es sei Q) # 0 und 2 eine o-Algebra auf Q). Eine Abbildung

p: A - Ry U{co} mit p@ =0 und y(UA,,):Zy(A,,)

nelN nelN
fur jede disjunkte Folge (A,), € A heifit Maf auf Q (vgl. Def. 1.17!)
3.4 Konvention (Rechnen mit o). Auf R, U {oo} gilt:
a+oco=0c0+ag=o0c0 fiiralleae R,

a-co=c0-g=o00 firallea>0
O-co=00-0=0

3.5 Bemerkung. Die fiir W-Mafle in Satz 1.20 bewiesenen Aussagen (a), (b), die Monotonie-
aussage [(A) < u(B) fiir A C B sowie (d) bleiben fiir allgemeine MafSe giiltig. Bei der Stetigkeit
von oben (Satz 1.20(e)) ist zusatzlich p(Ap) < oo zu fordern.

Das fiir uns wichtigste Maf3 auf R? ist das Lesescue-Maf} A?. Die Existenz wird in Stochastik IT
bewiesen.

3.6 Faktum. Es gibt auf (RY, B(R?)) ein eindeutig bestimmtes Mafd AY mit

d

A((a,b]) = H(b,- - aj)

j=1
fiir alle Quader mit a; < b fiir 1 < j < d. Dieses Maf8 A” wird LeBesGuE(-BoreL)sches Maf genannt.
3.7 Beispiel.
(1) Im Fall d = 1 mifit A! die Gesamtlange einer Teilmenge, A? die Flache, A*> das Volumen.
(2) Essei Q € B(R?) mit 0 < A4(Q) < co. Dann ist auf (Q, B(Q)) ein W-Maf

AYA)
A%

P: B(Q)—[0,1] durch P(A)=

definiert.

[(WM;) folgt aus der entsprechenden Eigenschaft von A? und (WM,) gilt wegen P(Q) =
Q) _

Ad(Q) - 1]

P heifst kontinuierliche Gleichverteilung auf Q. Den Fall d = 1, ) = [0, 1] hatten wir schon in
Beispiel 1.25 betrachtet.

(3) Quadratische Zielscheibe
Es sei Q = (-1,1] x (-1, 1] eine quadratische Zielscheibe. Ist die Treff-Flache durch
B = (-a,a] X (-a,a]

mit 0 < a < 1 gegeben, so ist bei gleichverteilten Treffern auf () die Wahrscheinlichkeit,
einen Treffer in B zu landen

_A*(B) _2a-2a
PO=Tg =22
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Um eine weiter groe Klasse von W-Maflen auf R zu definieren, miissen wir das Integral einer
nichtnegativen integrierbaren Funktion definieren. Dazu benotigen wir:

3.8 Definition. Es sei % eine o-Algebra auf Q. Eine Funktion f : Q — R := R U {0, co} heifit
mefSbar, wenn:

VaeR: {weQ flw)<a}lel

3.9 Beispiel.

1)

()

©)

(4)

(5)

Im Fall Q = RY, A = B(RY) ist jede stetige Funktion f : R? — R mefbar.

Bewess. {w € Q| f(w) < a} = f‘l((—oo, a()) offen, da (—o0, ) C R offen und nach Satz 3.2
somit in B(RY). O

Sind f,g: Q — Rmefbarundc € R,sosindc-f: w > ¢ f(w)und f+g: @+ f(w)+g(w)
mefSbar. Die Menge aller mefSbaren Funktionen f ist also ein IR-Vektorraum.

Bewers. Klar fiir ¢ - f. Fiir f + g folgt dies aus
{weQ flw)+9(w) <a} = U{a)eQIf(w) <BN{weQ glw) <a-p}
peQ

,2” Klar! ,c”: Sei f(w) + g(w) < a und f € Q mit f(w) < f < @ — g(w) gewahlt. Nach
Voraussetzung gilt f(w) < @ — g(w). Daraus folgt:

w € fw e Q] flw) < BN {w e Ql g(w) < a-p)

O
Die Indikatorfunktion 14 : Q — Rist fiir A € Q durch
w={ o<
definiert. 14 ist genau dann mefSbar, wenn A € .
BeweEis.
0 fallsa<0
fweQlpg(w)<a}=7A° fallsO<a<1
Q fallsa>1
O

Jede Funktion der Gestalt

n
g=)Y ajs mit a;eR, Ajed
=1
ist nach Bsp. 3.9(2) und 3.9(3) mefibar. Funktionen dieser Gestalt heifen mefbare Elementar-

funktionen. Die Menge aller solcher Funktionen wird mit () bezeichnet. Elementarfunk-
tionen sind gerade die mefibaren Funktionen g > 0, die nur endlich viele Werte annehmen.

Es sei (f,) eine Folge mefibarer Funktionen. Dann sind auch inf,cn f, und sup, . f, mefsbar.
Denn:

el inf fu(w) <a = U{a) € Q| fu(w) < a} € A vgl. Ubungsaufgabe
ne.
nelN
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3.10 Definition (Integral von mefibaren Elementarfunktionen). Fiir g € £(¥) und ein Maf$ u
auf (Q, A) definieren wir

fgdy = fg(a)) du(w) = Zx o € Q| g(w) = x}
Q x€R

Diese Summe hat nur endlich viele Summanden!

3.11 Beispiel.

(1) Fur A e A gilt

flAdy =0 wA)+1-ulA) = uA)

Es folgt leicht, dafl die Elementarfunktion g = Z?zl ajla; das Integral
f gdu = Z aju(A))
j=1

hat. [Trivial fiir disjunkte A; und dann durch Zerlegung in disjunkte Bestandteile.]
(2) fc‘gdy =c‘fgdlufﬁrg€ EW), c=0.
@) [g1+g2du= [grdu+ [ gady fiir g1, g2 € EQ).
@) [grdy < [ g2dy, falls g1, g2 € EQ) mit g1(w) < go(w) fiir alle w € Q.

[Dies folgt trivialerweise aus der Definition und Bsp. 3.11(1).]

3.12 Definition (Integral mef8barer Funktionen). Essei f : QO — R, U{oo} mef3bar. Das Integral
von f bzgl. u ist definiert durch

ffdu ¢=fo(w)d#(w) = ;tﬁlg{)fgd/l

g<f

3.13 Bemerkung. Ist f € £(2), so ergibt sich durch die doppelte Definition von f f du nattirlich
kein Widerspruch: Wegen Bsp. 3.11(4) gilt fiir f € ()

sup fgd#Sffd#
geE(N)

g<f

und ,=" gilt, da g = f im Supremum vorkommt. Es folgt f fidu < f fodu fir mefibare fi, f>
mit f1 < fz.

Die Definition 3.12 ist fiir die praktische Berechnung des Integrals meist unbrauchbar. Um eine
praktikablere Berechnungsmethode im Falle u = A? angeben zu koénnen, benétigen wir:

3.14 Satz (BEpro-LEvi, monotone Konvergenz). Esseien f, : QO — R, U{co} mefbare Funktionen
mit f, < fuy1 sowie f = sup, . fu. Dann gilt

tim [ fudu= [ fau

Bewers. ,<”: Es sein € IN und g € £&U) mit g < f,. Dann gilt g < f und nach Bem. 3.13
fgd[.i < ffdy. Daraus folgt

ffndysffdy = r}i_r}[}offndysffdy
>

"= -
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1.Fall [ fdy < oco:
Sei ¢ > 0. Wir zeigen, daf3 es ein 1y € IN mit f fuo du > f f du — ¢ gibt. Daraus folgt:

= VYnxng ffndysznody>ffdy—e = 2"

Nach Definition von f fdu existiert ein g € E(A), g < f mit

fgduszdu——

Da [gdy < [ fdu < oo, ist nach Definition 3.10 p{aw| g(w) > 0} < co. Wahle 6 > 0 mit
opfwl g(w) > 0} < § und setze h := g - 14| gw)>5)

= g(w) - h(w) = !7(0)) - !](CU) ' 1{a)| g(w)>0}
{ 0 falls g(w) =

g(w) falls0 < g(w) <6 <061 gw)>s)
0 falls g(w) > o

- f(g—h)dy < plwl g@) > 0} < %

= fhdy>fgdy——

Sei nun A, = {w € Q| fy(w) < h(w)}. Wegen f, T f(w) = h(w), falls f(w) > 0, gilt A, | 0
und wegen der Stetigkeit von oben und

H(Ao) < pfwl h(w) > 0} < pfw] g(w) > 0} < o0

folgt lim,, o t(An) = 0. Es sei M := maxqeq h(w). Dann gibt es ein np mit p(A,,) < e
Daraus folgt

ffnod > ffnola\AnU du > fh(l—lAno) du

=lovay,

=fhdy—fhlAnody>fgdy—£—fMlAnod[u
S S

2. Fall f f du = oo: Hier sind zwei Falle moglich:
(i) Jge €@ mitg < lund [gdy=c0=Te >0, A Amit el < f und p(A) = oo.

Sei A, = AN{w| fu(w) = 5}. Da f, T f folgt mit der Stetigkeit von unten u(A,) — o
und damit

ffn du > f%lA,, du = EM(AH) — 00

(ii) Far alle C > 0 dg € &) mit C < f gdu < oo und dann folgt wie im Fall von
endlichem f fdumitA, ={ow| fulw) > %g(a})}, daf? gilt:

limffndyzg fiir jedes C >0

n—oo

3.15 Lemma. Fiir jede mefibare Funktion f > 0 existiert eine Folge f, € E(W) mit f, < fur1 — f.
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Bewels. Setze

N>

falls 2” <fr)y<Bl<n

p— 2”
Jul) = {n falls f(x) = n.

3.16 Korollar (Eigenschaften des Integrals).
(1) [c-fdu=c- [ fdufiirc>0und f >0 mefbar.

2) [fi+ fodu= [ frdu+ [ fodufiir fi, fo > 0 mefbar.

Beweis. Sind namlich g, T fi,h, T f» Folgen von Elementarfunktionen nach Lemma 3.15, so
gilt (9 + hu) T (f1 + f2) und mit Bepro-LEvr (3.14)

ff1+f2dyB=Llimfgn+h dy—hmfgndy+hmfh d
B=Lff1d#+ff2dﬂ

3.17 Satz. f sei eine stiickweise stetige Funktion von [a, b] nach R... Dann gilt

f Tigp fdA! = f Ly fdA' = f Ljgp fdA!
b

=fl(a,b)fd/\1=f f(x)dx
a

wobei letzteres als RiEMANN-Integral zu verstehen ist.

Beweis. Die ersten vier Integrale unterscheiden sich nur um 1y, (bzw. b) und f ligfdAl =
f(@AY1} = 0. Es reicht ohne Einschrinkung, den Fall f : [a,b] — R, stetig zu betrachten

(sonst Zerlegung in Teilintervalle). Fiir n > 1 sei t,x = a + k52 (0 < k < 2") eine Zerlegung von
[a,b] und
Aue= min f(x) fir0<k<2"-1.
[tnk tn, k+1]
Dann ist
2'-1
fu = Z Qe Lyt
k=0

eine Elementarfunktion mit

[ fraw = Y a0 s f Fx)d.

&__\,______/

Untersumme

Andererseits gilt f, < f,+1 und da f stetig ist gilt f,(x) — f(x) fur alle x € (a,b]. Also ist nach
Berro-LEvi (3.14)

b
f lgp fdA! = lim f fudA! = f fx)dx

3.18 Bemerkung. Ist f : R — R, stiickweise stetig, so gilt

ffal/\1 = j::f(x)dx.
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Wir sind nun in der Lage, die angekiindigten Mafle mit Dichten zu definieren:

3.19 Satz. Essei f : R? — R, U {oo} eine mefibare Funktion mit ffd)\”’ = 1. Dann wird durch
P(A) = f 1afdA?  AeB(RY

ein W-Maf P auf R? definiert.

Bewets. Esist P(RY) = [1g:fdA? = [ fdA? = 1. Die o-Additivitat folgt aus dem Satz von der
monotonen Konvergenz: Ist (A,) C B(R?) eine disjunkte Folge und A = | J,,cn Ay, 50 setzt man

m
fo=lyaf=Y 1af = falla-f.
n=0

Dann folgt aus Satz 3.14

P(UAn)zP(A)=f1Afd/\dB:Ln£i_r)1c}offmdAd

neN
<im Y 11 = g Y poa = Y e
n=0 n=0 n=0

O

Die Funktion f nennen wir LEBescue-Dichte von P. Saimtliche W-Mafle, die man so erhilt sind
diffus, d. h. fiir alle @ € RY gilt

Plw} = f i) fAAY = f(w)A @) =0

3.20 Beispiel.
(@) Esseid®>0und f: R - Ry;

e >
f(x)={0€ e A= T

oo=1
0

Das mit dieser Dichte definierte W-Maf heif3t Exponentialverteilung mit Parameter 9 und
wird mit € bezeichnet. Hiufig wird €y als Modell fiir die Lebensdauer eines Bauteils
verwendet: Fir T > 0 ist

= [fdAl = fom e dx = —e~%*

Es([T, o0]) = f Qe dx = 7T
T

die Wahrscheinlichkeit, dafs das Bauteil mindestens bis zum Zeitpunkt T funktioniert.
(b) Gausssche Normalverteilung mit Parametern u € R und o® > 0. Dichte:

1 _ew?
e 22 .

f):=

02

Bezeichnung N, ;2. Zu zeigen ist noch f fdAl =1 (Ubung).

Leider 143t sich die Wahrscheinlichkeit von Intervallen nicht mehr so einfach bestimmen,
da die Stammfunktion

t 2
(D(t):%f e 7 dx
VZTT J—c0

nicht in expliziter Form darstellbar ist. Es ist Ny 1((—o0,t]) = @(t). Eigenschaften:
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i) @) =1-D(-t) (Ubung)
(if) Ao (la, b)) = O ) - o) (Ubung)

o

Es reicht daher, die Funktion @ fiir Werte ¢t > 0 zu tabellieren. Die Gausssche Normal-
verteilung ist eine der wichtigsten Verteilungen; sie tritt u.a. bei der Modellierung von
Mefsfehlern auf.

(c) Caucny-Verteilung: Es sei

_
(1 +x2)°

f) =

Dann gilt

© dx 1 00
1_ _ _
ffdA = IOO I —arctanx| =1,

also ist f eine LesesGue-Dichte.

W-Mafie auf R konnen auch durch den (alteren) Begriff der Verteilungsfunktion beschrieben
werden:

3.21 Definition. Es sei P ein W-Maf auf (IR, B(IR)). Dann heifst die Funktion
Fp(x) := P((-o0,x]), x€R

die Verteilungsfunktion von P.

3.22 Eigenschaften.

(a) Fp ist monoton wachsend und
P((a, b]) = Fp(b) — Fp(a)
beia < b.

(b) Fp ist stetig von rechts.
Beweis. x, | x

= lim Fp(x,) = lim P((~e0,x,]) = P( [ )(=00,2:]) = P((=e0,x]) = Fp(x)

nz1
O
(c) Fp besitzt linksseitige Grenzwerte.
BewEeis. x, T x
= 1im Fp(x,) = lim P((~o0, %)) = P(|_J(=00,2,]) = P((=c0,)) # Fp(x)
nz1
O

3.23 Beispiel.
(a) Fir 9 > 0und € gilt

¥ x<0

x>0

Fg () = Ex((-0, 1) = [

—00

- 0
Tj0,00) () Qe dt = {1 o

(b) Die Verteilungsfunktion von N ist @; allgemein gilt fiir P := N, 2, Fp(x) = @(ﬂ)

o
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(c) Seiy € R. Ein Modell fiir das sichere Eintreten von y ist durch den W-Raum (IR, B(RR), &)
gegeben, wobei

1 €A
8y<A>={O ieA

Es gilt

0 x<vy

Fe,(9) = &((—e0,x]) = {1 oy

&y heifit Dirac-Verteilung oder Punktmaf$ in y.

Um auch Mafle auf RY fiir d > 2 berechnen zu kénnen, benstigen wir ein mafitheoretisches
Hilfsmittel:

3.24 Faktum (Satz von Fubini). Fiir jede melbare Funktion f : R? — R, gilt:

[rwaw= [ [ rwantimae.

3.25 Beispiel.

(a) Zweidimensionale Normalverteilung mit Korrelation o:

Essei-1<pg<lund f: R? > R,

f(xl/ xZ) =

—20x1Xxp + xz)

1 1
T eXp( T

Daf3 f fdA? =1 folgt aus dem Satz von Fubini:

ffd/\zzfff(xl,xz)d/\l(xl)d/\l(xz).

Nun ist

ff(xl,xz)d/ll(xl) = (x% —20x1Xx7 + xi)) dxy

1 © 1
21— 2 Lo P (_2(1 -0
(x1 = sz)z (1- Qz)xé) d
1

: N
‘zn,/—l_ f eXp(_ 2<1—@2> T 20-)

1
(x1 = Qx2)2) dxq EXP(—Exg)

" on \/1 f ( 21-¢%)
_ L_ . (_w
V21 214/1 = ¢? 2(1-¢%

1
XS DN s (R)

1
) dxq exp(—ixg)

1
V2n
1 1
- Logcld

V2n

= f fdA? = f Floxr, x2) dA (1) dAY (x2)

_ (T Lo _
= j:oo mexp( 2X2)dX2 = N()/l(lR) =1

Wir werden spéter ausrechnen, dafs der Korrelationskoeffizient von P mit Dichte f tatséch-
lich g ist.
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(b) Burronsches Nadelproblem:

Eine Nadel der Lange ¢ wird auf einen Boden geworfen, auf dem parallele Linien im
Abstand L > ¢ gezeichnet sind. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, eine Linie zu treffen?.
Wir beschreiben die Lage der Nadel durch den Winkel ¢ € [0, ) zwischen der Nadel und
den Linien und den Abstand a € [0, %] zwischen dem Mittelpunkt der Nadel und der
néchstgelegenen Linie (vgl. Abb. 3.1).

Abbildung 3.1: Zum Burronschen Na- N

delproblem. L

. l .
sing = o d= 5 sing

NS | QL

Schnitt e d>aeoa<d==% 5 sin@. Modell: Q = [0, %] x [0, 7[c R? und P sei die Gleichver-
teilung auf Q, d. h.

A2(A) 2
A2(Q) 7L
Das Ereignis ,,Schnitt” ist dann gerade

P(A) = A2(A).

A= {(a,(p) € Q| a< gsin(p}
= P(A) = %/\Z(A) = % f 1a(x) dA%(x)

_ i f f 14(a, @) dA(a) dA (@)

Lsing
ff dad(p——f —sinpde

nLZ nL

Dieses Ergebnis wurde um 1850 von dem Ziiricher Astronom R. WoLr benutzt, um die
Zahl 7 auf experimentellem Weg zu bestimmen. Er fiihrte das Experiment 5000 mal aus
und bestimmte die Ndherung n = 3,1596.

3.26 BEwEIs von Satz (2.7)(a). Das Ereignis

U ﬂ AiNn ﬂ AS (disjunkte Vereinigung)

n} jeJ j¢l
#/ it

hat die Indikatorfunktion

SV 1 0 | CEUE Ul £ T S

Kcf1,...,n} jeK jegk  Kcfl,., n} jeK Lcfl,..n\K  jeL
#K:k #K—k #L=I
n—k
S NCUD VD W | %
1=0 Kcfl,...n} Lcfl,.,n]\K jeKUL

#K=k #L 1
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Es gibt (k;gl) Moglichkeiten, die Menge | = K U L aus einer k- und einer /-elementigen Menge
zusammenzusetzen (wihle aus k + [ Elementen k aus).

n—k
= 1p, = ;(-D’(ICZZ) ]CZ H La,

{1,.n} jeJ
#]=k+1
. I
— -k
_Z(_l) (k) Z 14
I=k Jcil,...n}
#]=1

Integriert man diese Identitdt nach P, so folgt aus den tiblichen Eigenschaften (3.11) die Be-
hauptung. o

ENDE VON KAPITEL 3
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KAPITEL 4

Zufallsvariablen und
Unabhiangigkeit

Bisher haben wir immer Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen berechnet. Hiufig interessiert
man sich fiir Zahlen, die von einem Merkmal abhéngen, wie z.B. die Augensumme beim
Werfen mehrerer Wiirfel, und nicht fiir die einzelnen Wiirfel insgesamt. Mathematisch wird
dies durch den Begriff der Zufallsvariablen beschrieben.

4.1 Definition. Es sei (Q2, %, P) ein W-Raum, Q" # () eine weitere Menge und U’ C P(QY’) eine
o-Algebra. Eine Abbildung X : Q — Q) heifst Zufallsvariable (mit Werten in Q') genau dann,
wenn gilt:

VA €W : X W A) = {weQ X(w) e A} = [Xe A} e

Will man die zugehorigen o-Algebren angeben, sagt man X ist eine A — A’ Zufallsvariable (ZV)
oder schreibt X : (Q,A) — (O, W).

ImFall X: Q — R, A" = B(R) spricht man von reellen ZV und im Fall X : Q — R4, A’ = B(R?)
von einem Zufallsvektor.

4.2 Interpretation. Fafit man Q als Menge von moglichen Zustianden eines Systems auf (die
i.a. nicht direkt beobachtet werden konnen), so kann man den Wert X(w) als Beobachtung
einer vom unbekannten zufélligen Zustand w abhidngenden Mefsgrofse ansehen.

4.3 Beispiel.
(a) Wiirfeln mit zwei Wiirfeln und Berechnung der Augensumme:

Q = {(w1, w2)| w1, w2 €11,...,6}}, P=Lg, A = P(Q);
X(w1, w2) = w1 + Wy

Man kann O’ = IN oder {2,...,12} oder R wéhlen. Die Bedingung {X € A’} € U ist
trivialerweise erfiillt, da A = P(Q).

(b) n-facher Miinzwurf:
Modell: Q = {0, 1}" (1 £ Zahl, 0 £ Wappen); A = P(w) und P = Lq. Fiir j € {1,...,n} sei

in Q—>{O,1}, Xj(a)l,...,wn)=a)j
das Ergebnis des j-ten Versuchs und

n
Z(w1,...,wy) = Za)j
=1

die Anzahl der , Einsen”. All das sind Zufallsvariablen, da 2 = IP(Q).
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(c) Treffer auf einer Zielscheibe:

Zielscheibe mit Radius 1 und n Ringen gleicher Breite konzentrisch aufgemalt. Wir inter-
essieren uns fiir die Zufallsvariable X, die die Nummer des getroffenen Ringes angibt.

Modell: Q = {(x, y) € R?| x* + y* < 1}

i R . :
Rj={(xry)€]R2|;5 x2+y2<7} fuir0<j<n-1

Dann kann man X(w) = j fiir w € R; setzen, d.h.

n—

1
X=Y jlg,
j=0

Dies ist eine B(R)-IP{0, ..., n — 1}-ZV, denn fir A’ € IP{1,...,n — 1} ist

X(A) = U R; € B(Q), da

jEA’

R;= {(x, y)| NEZE S TERS %} \ {(x,y)' X2+ < %}

€ B(Q) als Differenz offener Mengen.

4.4 Eigenschaften.

M)

@)

Lemma. Eine Abbildung X : () — R ist genau dann eine reelle ZV, wenn

fweQl X(w) <a}eW farallea € R.

Beweis. Ist X reelle ZV, so folgt wegen (—o0,a) € B(RR), das {X < a} € Afiir alle v € R.
Sei umgekehrt

(@€ Q) X(w) < a} = X((~00,a)) € A
fiir alle « € R. Es sei
€ := {C e B(R)| X }(C) e A}.

Dann ist € eine 0-Algebra, denn

X (R)=QeA=>ReC FirCeC gilt wegen XHCH) = [XHO) e, da X H(C) e A=
C* € € und schlieflich:

Ist(C)),cC=XYC,)eA Vn

=>UX’1(C,1)=X’1(UC,,)EQI :>Ucnecs

nelN nelN nelN

O

Nach Voraussetzung enthilt € die Intervalle (o0, a), @ € R. Da € eine o-Algebra ist, folgt
leicht, dafs € alle Intervalle der Form (a,b] mit a,b € R enthilt. Nun ist B(R) die kleinste

o-Algebra, die {(a, b]} enthdlt. Daraus folgt dann aber B(R) ¢ € C B(RR). Also ist fiir alle
A’ € B(R) = € = X 1(A") € ¥, d.h. X ist eine reelle Zufallsvariable. O

Sind X, Y reelle Zufallsvariablen, so auch X + Y (s. Bsp. 3.9(2)). Ebenso X — Y, min(X, Y),
max(X,Y) usw.

Jede reelle Zahl a € R identifiziert man mit der deterministischen Zufallsvariablen (ent-
spricht einer konstanten Funktion) w — « von Q in R.
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(3) Kompositionsregel. Ist X : (Q,A) — (Q,A)und Y: (Q,A) — (Q”,A”), so ist

YoX: (QA—(Q,AY);,  YoX: wmr Y(Xw))

FirA” e W = A =Y 1A eW =2 X1 (A)eA={we Q| (YoX)(w) e A’} €U
O

(4) Die Kompositionsregel (3) wird vor allem in der Situation angewendet, woY := f: R - R
eine Funktion ist. Wir haben in Bsp. 3.9(1) gesehen, daf3 jede stetige Funktion mefbar ist.

= X: Q — R Zufallsvariable und f : R — Rstetig = f(X): Q — R Zufallsvariable.

Insbesondere sind X" (m € IN), eX, sin X usw. volle Zufallsvariablen.

1
7 X241

4.5 Beispiel (Unendlicher Miinzwurf). Modell: Q = {0, 1}N, %A := (]P{O,l})®N,

wobei diese o-Algebra in Bsp.1.15 als die kleinste o-Algebra auf Q definiert wurde, zu der alle
Ereignisse

Zi(A) = {(wo, w1,...)wj € A} mitjeN, AelP{0,1}
(, der j-te Wurf hat die Eigenschaft A”) gehoren. Sei fiir j € IN:
Xi: Q- {0,1}, Xj(a)o,wl, S = w;j
(,,Ergebnis der j-ten Wurfs”). Wegen
X;l(A) =Zj(A) € U fur alle A € P{0, 1) ist
X;: (QW) - ({0,1},1P(0, 1))
eine Zufallsvariable. Wir interessieren uns fiir die Zeit, in der erstmals ,1” auftritt:
T(w) = inf{n € N| X,,(w) =1}, T: Q— INU oo},

wobei inf ) = +oo gesetzt wird. Dafs T eine Zufallsvariable ist, sieht man mit Lemma 4.4(1). Fir
a>0wdhlene Nmitn <a <n+1.

= {we Q| T(w) < a} = {we Q| T(w) < n

= {w € Q| Xj(w) = 1 fiir mindestens ein j < n}

- U{a) € Q| Xjw) =1} = UZJ‘({”) el
j=0

=0
4.6 Bezeichnungen. Ist X : (Q,A) — (¥, A’) eine Zufallsvariable und A’ € W, so bezeichne:
{XeA'):={we Q| X(w) e A}

das Ereignis ,, der Wert von X liegtin A’“. Nach Def. 4.1 ist {X € A’}, also tatsdchlich ein Ereignis.
Falls {X} € 2, dann ist auch

{(X=u}={we Q| X(w)=x} €A

und analog ist {X # x} zu definieren. Sei nun )’ = Rund A’ = B(R) und X, Y : Q — Rreelle
Zufallsvariablen.

= (X,Y): - (Xw),Y(@) € R?

ist ein Zufallsvektor.

Fiira < cund b < d gilt

{(X.7) € ((ab), d)]} = {X €@, c]} n{ye(,dl}eA und
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da B(R?) nach Definition die kleinste o-Algebra ist, die alle Rechtecke der Form ((a, D), (c, d))

enthalt, folgt wie im Beweis von Lemma 4.4(1), daf8 {(X, Y) e B} € U fiir alle B € B(R?).
O

Daraus folgt
X=Y={weQ X(w) =Yw)} e,

da D = {(x,x) € R? x € R} abgeschlossen, also D € B(R?) und {X = Y} = {(X, Y) € D}. Ebenso
(X£Ylund (X <Y}...

Die Werte, die eine Zufallsvariable X : Q — ()’ annimmt, treten i.a. mit unterschiedlichen
Wahrscheinlichkeiten auf, die wir durch eine Wahrscheinlichkeit auf (€Q’, ") beschreiben kon-
nen, der Verteilung von X. Dazu benétigen wir:

4.7 Satz. Essei X : (Q,A) — (QU, W) eine ZV auf einem W-Raum (Q, A, P). Dann wird durch
Px: W > R,, Px(A") =P{X € A’} = Plw € Q| X(w) € A’}

ein W-Map auf (', ') definiert.

Bewers. Trivialerweise gilt Px(A’) = 0 und
Px(Q)=Plwe Q| X(w)e Q}=PQ) =1

Sei (A;,) eine disjunkte Folge in A
= A, =X A) ={weQ X(w)e A} eN

ist disjunkte Folge in .
= Px(| Ja) =r{xe| Ja}=p(| Jixeay)
nelN nelN neN
=P((JAx) = ) P = ) Px(A))
nelN n=0 n=0

O

4.8 Definition. Das in Satz 4.7 eingefiihrte Wahrscheinlichkeitsmafl Px auf (Q’, ') heifst Ver-
teilung von X unter P.

4.9 Beispiel.

(a) Um die Verteilung der Augensumme in Bsp. 4.3(a) zu beschreiben, gentigt es (s. Satz 1.23),
ihre Zahldichte anzugeben. Man rechnet leicht nach:

Px{k} = P{X =k} = P{(w1, w2) € Q| w1 + wy = k}
~ {g—g firk <7

) 13-k .

Px heif$t diskrete Dreiecksverteilung auf ({2,...,12},P{2,...,12}).

(b) Die Zahldichte der Verteilung der Nummer des getroffenen Rings im Bsp. 4.3(c) ist im Fall
von auf der ganzen Scheibe gleichverteilten Treffern:

. , A2(R))
Px{j} =P{X =jl = P(Rj) = Q)
1 i+ 1,2 2y 27+1
=;n(<]7) —(%))= ]n2 furj=0,...,n-1

(c) (vgl. (44Q3)) Ist X : (QA) - (Q, W)und Y : (O, W) — (Q”,A”’) und P ein W-Maf auf
(Q, A), so ist die Verteilung Y o X das W-Maf8 Py.x = (PX)Y auf Q”.
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(d) X: Q- (0,1] mit Px = A!|p,1) und
Y:=-In(X) = Py=E& (Exponentialverteilung)

Bewers. Sei A € B(R,) und B := {e™| a € A}

= Py(A) =P{-InoX € A} = P{X € B} = le(x) dAt(x)

:le(e_”)e_”d)\l(u)zflA(u)e_”du:&(A)

Andere Moglichkeit tiber Verteilungsfunktionen:
Fp,(y) = P{~In(X) < y} = P(X 2 ¥} = A!([e ™Y, 1])

_J1-eV fury>0
0 fury <0

und (vgl. (3.23(a))) dies heifit Fp, = Fg (y)

(e) Essei X : Q — R eine Zufallsvariable mit Py = Ng;. Dann besitzt X? eine )(%—Verteﬂung
mit einem Freiheitsgrad, d. h. Px. hat die LEsesGue-Dichte

1 1
= — —=¢ 2] () ,00)(¥)

o P (0,00)
Beweis. Fiir A € B(R) sei B := {a € R| a? € A} € B(R):

X

= Py:(A)=P{X*c A} =P{XeB) = \/% le(x)e_gxz dx
Tt

i sz_n f () 1pm@e 7 d ) (y=27)

1
2y

-1 L —1ygpt
o f La(¥)10,00)(¥) We A (y)

= X1(A)

1 .
= Eflls(\/y)l(o,oo)(y)f” dA'(y)

O

Eine sehr wichtige Annahme fiir die Modellbildung ist die Unabhéngigkeit zwischen Teilen
des Experimentes, z. B. zwischen den einzelnen Wiirfen einer Miinze. Mathematisch wird dies
durch folgende Definition modelliert:

4.10 Definition. Es sei (Q2,, P) ein W-Raum, I # () eine Indexmenge und A; € U fiir alle j € I.
Die Ereignisse (A;)jer heifsen (stochastisch) unabhiingig, falls

P( ﬂ Aj) = H P(A)) fiir alle endlichen | C I.
jel i€l
4.11 Beispiel.
(a) Einmal wiirfeln mit einem fairen Wiirfel:
Modell: Q ={1,...,6}, U =P(Q), P = Lg.
A% ,gerade Zahl” = {2,4,6}
ArZ= , mindestens 5 = {5, 6}
A1 und A; sind unabhingig, da
1

1 1
P(A1 N A;) = P{6} = 6 und P(Al)ZE, P(AQ)ZE und =

N =
Wl
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(b) Wenn I drei oder mehr Elemente hat, gentigt es nicht die ,paarweise Unabhédngigkeit”
P(AjNAy) = P(A)) - P(Ay) faralle j kel

zu zeigen, um die Unabhéngigkeit von (4))je; nachzuweisen:

Q= {0/ 1/ 2/ 3}/ P= LQ/ Al = {0/1}/ A2 = {0/ 2}/ A3 = {1/ 2}

= P(A; N Az) = P(A1 N As) = P(A; N As) = 31 und

1 11 1

P(A) =5 = PA)-PA)=5-5=7 ijcll23),

d.h. Ay, Az, A sind paarweise unabhingig, aber

111 1
P(AlﬁAzﬁAs)=P(0)=0¢P(A1)‘P(A2)'P(A3)=5'5‘5=§

Auch fiir Zufallsvariablen 1d8t sich der Begriff der Unabhéangigkeit definieren, und zwar durch
Zurtickfiihrung auf Ereignisse:

4.12 Definition. Es seien fiir j € [, X; : (Q, %) — (Q;,A;) Zufallsvariablen auf einem W-Raum
(€, A, P). (X)jer heifsen genau dann unabhiingig, wenn gilt:

Y A;j € U; sind die Ereignisse ({Xj € A]-})jd unabhédngig

4.13 Bemerkung.
(@) (Xj)jer unabhingig & V] C Iendlichund VA; € U; (j € ]):
PX; € Ajfiralle je J} = [ [ PIX; € Aj)
jel
(b) IstI eine endliche Menge, gentigt es
PXj € Ajfiralle j e I} = [ [ PIX; € Aj)
jel
tiir alle A; € U; zu zeigen, da man A; = Q; fiir j ¢ | wéhlen kann.

Im Fall von abzédhlbaren Raumen Q;, A; = P(Q2;) kann man das einfacher mit der Zahldichte
nachpriifen:

4.14 Satz. Es seien fiir j € 1 Q; abzithlbar und U; = P(Q;). Die Zufallsvariablen X; : Q — Q; sind
genau dann unabhingig, falls fiir alle endlichen | C I
PIX; = wjfiiralle j € J} = [ [ PIX; = w))
i€l
fiir alle w; € Q; (j € ]) gilt. Ist I endlich, reicht es dies fiir | = I zu zeigen.
Beweis. ,=": Klar, da man A; = {w;} € A; wihlen kann.

~&":Seien A;j € U, fiir j € ] C I. Dann gilt:

PIXj € Ajfiralle je )= ) PIX;=w,fir j€])

wj€A};
(j€))

= Z HP{X] = a)]-} = H Z P{X] = a)]‘}
wj€Aj; jeJ j€] wj€A;

(jen

= H P{X; € Aj} nach dem Distributivgesetz
j€l
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4.15 Beispiel.
(a) (vgl. Beispiel 4.3(b)) n-facher Miinzwurf:
Q={0,1})", P=Lg und A=P(Q)
Die Zufallsvariablen
Xj: Q- {0,1} Xj(w1,...,w,) = w; (Ergebnis des j-ten Wurfs)
sind unabhéngig, denn:

1
P{Xj=xj} =27 #{(w1, ..., wp)l wj = x;} =27"- 2" = 5

und folglich

P{X]' = X;j furl<j<n}= 27" = HP{X]' = x]‘}
j=1

(b) Allgemeiner gilt: Sind €, ...,Q, endliche Mengen, Q := Q; X ... X Q,, X; : Q — Q;
die Projektion Xj(w1,...,w,) := wjund P = Lo, A = P(Q), so sind die Zufallsvariablen
X1, ..., X, unabhédngig und haben die Verteilung Px, = LQ/..

BEwEIs.

P{X]- _ xj} _ {(a)1,...,a)n)| a)]' = X]'} _ #Ql '”#Q]'_1 -1 '#Qj+1 ”'Qn

#Q) #()q - - #Q),
1
- #_q = PXf = ‘LQ/
und weiterhin:
1 17 1 -
P{ijx]-ﬁirlstn}= Ez L] #—]Z jzlp{XjZJC]}

O

(c) Sind (X;)je; unabhéngige Zufallsvariablen X;: Q — Q; und sind Y;: (Q;,%;) — (Q},?I;.)
weitere Zufallsvariablen, so sind auch die Zufallsvariablen (Y o X;);c; unabhéngig.

{Y]OX] EA;} = {X] S {Y] EA]}}
[ —

EQI]

(d) Essei Q = [0,1), A = B(Q) und fir n > 1, w € [0,1) sei X,(w) die n-te Stelle in der
Bindrdarstellung von w (eindeutig durch Ausschlufi von Periode 1!).

Dann sind die (X,),en unabhédngig und fiir P = Mo gilt Px, = L.
Bewers. Fiir 1 < j <nseiX; € {0,1}. Dann ist

{w €[0,1)] Xj(w) = xj fiir 1 < j < n} = {w € [0,1)| die ersten n Stellen nach dem
Komma von w sind x, ..., x,}

= [Z x27/, Z x27 + 2—")

j=t j=1
= PXj=x;firj=1,...,n}=27"
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Sei nun | € IN endlich und n = max(J):

ﬁP{Xj=x]-f1'jrje]}= Z P{X]'=Xjfﬁr1§j§n}
X;el0,1);

O

Zur Konstruktion eines W-Raumes (€2, %, P) und unabhéngigen Zufallsvariablen X; : Q — Q;
mit vorgegebener Verteilung Py, = P; beschrdnken wir uns hier auf endlich viele Zufallsvaria-
blen mit diskreter Verteilung bzw. einer Verteilung mit Dichte.

4.16 Satz. Sind (Q;,1P(Q;), P;) abzihlbare W-Riume (1 < j < n), so existieren ein abziihlbarer
W-Raum (Q,P(Q), P) und Zufallsvariablen X; : Q — Q;, die unabhiingig sind und die Verteilung
Px;, = P; haben.

BewErs. Sei (2 := () X...xQ,, X;: Q — Q; die Projektion X;(w, ..., w,) := w;. Die Funktion

@1, @) o Pr(fn}) .- Pu(fwn))
ist eine Zihldichte, denn
Y Pi(len))- o Pultend) = T Y Pillw) =17 =1.
(W1, s0n) j€] wj€Q;

Sei P das zugehorige W-Mafs auf Q) nach Satz 1.23.

= PIXj=wj=P{(X,..., X)) €QX; = wj) :( Y ), Hpk{xk})-p,-{wj}
X1e( X, €Qy k=1
——— kij

Q; fehlt
= (H Z Pk{Xk})P]‘{a)]'} = 1”711)]'{(4)]'} = Pj{a)j}, d.h.
k=1 X;eQ)
k#j
PX/ = P;. Weiter gilt fiir alle (w1, ..., w,) € Q
P{X]:a)]fur1$]$n}=P{(a)1,,a)n)}: P]{X]}: P{X]:a)]}
=1 =1
und damit folgt aus Satz 4.14 die Unabhéngigkeit. |

4.17 Satz. Es seien P; W-Mafle auf Q; = R mit Lesescue-Dichten f; : R — IR, vorgegeben
(1 < j < n). Dann ist durch die LEBesGue-Dichte

fo(xy,..,xn) e fila) oo fulxy) auf Q:=R"
ein W-Maf3 P auf (]R”, QS(]R”)) definiert, fiir das die Zufallsvariablen
Xj: Q>R mit Xj(wy,..., on) = wj
unabhiingig sind und Px; = P; gilt.
Beweis. Seien A; € B(R) fur1<j<n
= [ L @0 ) ) 81
= f . -flA] (1) e T, () fr(xa) e fu(n) dAN () - dAN (x)

- f L (0) - fulaen) dA ) - f L, (60) - fue) A1 (32)
:Pl(Al)'~--'Pn(An)
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nach dem Satz von FusInI.
Setzen wir A; = R fiir 1 < j < n, so folgt f fdA" =1, also ist f die Dichte eines W-Raumes P
auf R". Nach obiger Identitit folgt

P(Xj € A fir 1 < j<n}=P({(Xy,...,Xy) € R"| X; € Aj))

=PA; X...xA,) = flAlx.“XAy,(x) f(x)dA™(x)
= Py(A) ... Pu(4n) = [ Pi(A).
j=1

Seinunk < nfest, A€ B(R),Aj = Rfiirj#k Ax=A

= P{XyeA}=Px(A)= P{Xj € A]' fur 1 < j < n} = Pi(A)
= PXk = Pk

Fiir beliebiges A; € B(RR) folgt dann
n n
P{X]' € A]' furl<j<n}= HPj(Aj) = HP{X]' € Aj},
i=1 i=1

d.h. die (X))j=1,...» sind unabhingig. O

.....

4.18 Definition. Dasin Satz4.16 bzw. 4.17 konstruierte W-Maf3 auf () X. . .x€),, heifst Produktmays
und wird mit P; ® ... ® P, bezeichnet.

4.19 Anwendung.

(a) Sind My, ..., M, € B(R) mit 0 < A'(M;) < oo, so hat die Gleichverteilung auf Q = M; X
... X M, die Eigenschaft, dafs die Projektionen X; : Q — M; unabhingig sind und die
Verteilung von X; die Gleichverteilung auf M; ist.

(b) Ein Experiment habe zwei mogliche Ausgénge: 1 = Erfolg; 0 = Miflerfolg, die mit Wahr-
scheinlichkeiten p bzw. 1 —p (0 < p < 1) auftreten. Es werde n-mal unabhéngig wiederholt:
Modell: Q = {0,1}", A=P(Q)und P =B, ®...® By,
wobei 81, die BernouLLI-Verteilung auf {0, 1} ist. Die Zahldichte von P ist gegeben durch

Q3 (wy,...,w,) H B plwjt = Pk(l - P)n_k,
=1

wobei k := #{j < n| w; = 1} die Anzahl der Einsen in (w1, ..., w;) ist.

Sei X: Q — N; X(wy,...,wy) = #{j < n| w; = 1} die Zufallsvariable, die die Anzahl der
Erfolge angibt. Da man k Erfolge auf () Arten unter n Experimenten erhalten kann, ist

PIX =k} = (’;)p"a -p).

Das durch diese Zahldichte definierte W-Maf3 auf IN heifst Binomialverteilung mit Parame-
tern 7, p und wird mit 8, , bezeichnet (vgl. Bsp 1.24(2)).

Ist X; : Q — {0,1} die Projektion, so gilt nach Satz 4.16, dafs Py, = B4, und es folgt, dafl
X = Y.i_; X; die Summe von n unabhéngigen B ,-verteilten Zufallsvariablen ist.

(c) Ahnlich wie man in (b) die Binomialverteilung als Verteilung der Summe von 7 unabhéan-
gigen B ,-verteilten Zufallsvariablen erhilt, kann man die negative Binomialverteilung aus
der geometrischen Verteilung gewinnen (s. Bsp 1.24(4)).

Es seien Xj,..., X, n unabhidngige Zufallsvariablen mit Verteilung Qp, p € (0,1] (d.h.
P{X; =k} = p(1 - p)").

= PIX;=kfir1<j<n) =[Gk} =pa-ph-...-p0 -p =p"( - p)f,
j=1
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(d)

wobei k = k1 + ... + k;,. Fiir die Verteilung der Zufallsvariablen X = X; +... + X,, gilt also:

Pxlkl = P{Xy + ...+ X, =k} = Z PIX; =k fir1 < j<n)

(k1,....kn)EIN"

Kk +...+k,=k
= ), pa-pf=flop'a-p,
(kpye ey )ENT
ki +...+k,=k

wobei f,(k) die Anzahl der Summanden, d. h. die Anzahl der (ky, ..., k,) € N" mitk; +...+
k, = k ist.

Da Px ein W-Mafs ist

= 1=) Pxld =) flp"-p)f=1 firalle 0<p<1

0 k=0

e

k=
= ;fnac)(l ~pf=pr=(1-a-p) = kZ;‘ (‘,{”)(1 —p)f

nach der TayLorschen Formel. Koeffizientenvergleich liefert

- k-1 k-1
fn(k)=( k”)=(”+k ) = Px{k}ZP{XZk}Z(n+k )P”(l—;?)k

fiir k > 0. Die Verteilung von X bezeichnen wir mit AB,, ;, die die negative Binomialverteilung
mit Parametern n und p. Sie tritt als Wartezeit bis zum n-ten Erfolg in einer Folge von
unabhédngigen Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p auf.

Bei der Beobachtung einer radioaktiven Substanz werden im Zeitintervall [ty, 1) insgesamt
Xj Zerfélle beobachtet, und im Zeitintervall [t;,t;) X5. Experimentell ergibt sich, daf8 X;
und X, unabhdngig sind und die Porsson-Verteilungen (vgl. Bsp 1.24(3)) I1;, und II,,
haben, d. h.

Unter diesem Modell kénnen wir die Verteilung der Zahl X; + X, der Zerfille in [fo, )
bestimmen:

Px,+x,{n} = P{Xq + X5 = n}

n

P{Xl = k,Xz = Tl—k}

=

S|

fe=}

P{Xy =k} P{X; =n—k}

(X1,Xp unabh))

=
f==}

n k n—-k
e_)hﬁ —A2 /\2

k! (n—k)!

=~
(=}

1 - n!
_ L () k yn—k
n® kZS K=o 14

= g~(hth2) (A1 + Aa)"

o =I1p, 40,11}

Also hat die Zufallsvariable X; + X, die Verteilung I, .4, {n}.

ENDE VON KAPITEL 4




KAPITEL 5

Erwartungswert und Varianz von
Zufallsvariablen

Interessiert man sich schon vor der Durchfiihrung eines Experiments fiir das Ergebnis einer
Zufallsvariablen, so kann man dies zwar nicht exakt vorhersagen, aber immerhin einen , mitt-
leren Wert” ihrer Realisation. Dazu dient unter anderem der Begriff der Erwartungswertes.
(Anwendungen: fairer Einsatz beim Gliicksspiel usw.)

Vorher miissen wir noch den Integralbegriff aus Definition 3.12 fiir mefibare nichtnegative
Funktionen auf Funktionen mit beliebigem Vorzeichen erweitern:

Erinnerung. Es sei X : (Q),A) — (R, B(IR)) eine Zufallsvariable und P ein W-Maf auf (Q, %).

1. Schritt: Ist X > 0 eine Zufallsvariable, die nur endlich viele Werte annimmt, d.h. X =
Z';:l xj1a;, wobei x; > 0 und A; € ¥, so ist (vgl. 3.9(4))

n

fXdP =) X P(A)

j=1

2. Schritt: Ist X : Q — R, beliebige Zufallsvariable, so ist

fXdP = sup pr € R, U {eo)
Y<X
YeE()

3. Schritt: Essei X : QO — R Zufallsvariable. Wir zerlegen X in
X, := max{X, 0} und X_ := max{-X, 0}.

Dann sind X, und X_ nichtnegative Zufallsvariablen und nach dem 2. Schritt sind f X, dP
und f X_ dP definiert. Weiter gilt X = X, — X_. Wir definieren:

5.1 Definition. Eine reelle Zufallsvariable X : () — IR heifst integrierbar, falls

fX+dP<oo und fXdP<oo.

Wir nennen fiir solche X

fXdP:: fX+dP—fXdP

das Integral von X bzgl. P. Wir bezeichnen

E(X) = &(X) = f XdP
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den Erwartungswert von X (unter P). Ist X > 0, so setzen wir &(X) = f X dP auch in dem Fall,
daf3 das Integral +oo ist. Im Fall X > 0 ist X, = X und X_ = 0, also steht Definition 5.1 nicht im
Widerspruch zu Definition 3.12.

5.2 Beispiel.
(a) Es sei X das Ergebnis beim Wiirfeln. d. h.
Q={1,...,6}, U=PQ)und P=Lound X: Q - R, X(w) = w.
Dann ist nach Definition 3.10 das Integral der endlichwertigen Funktion

6 6
. . S 1
XZZ;Jlm gleich éa(X)zz;]P{]}:(1+2+3+4+5+6).6:3,5_
= j=

(b) Allgemeiner sei X gleichverteilt auf einer endl. Menge I C R, d.h. P{X =i} = % Viel
Dann ist

gp(X)=ZiP{X:i}=%Zi

i€l i€l
der Mittelwert aller Elemente von I.
(c) Essei X B p-verteilt mitp € [0,1], d.h. P{X = 0} =1 - p, P{X = 1} = p. Dann gilt
ép(X)=0-PIX=0}+1-PX=1}=p

(d) Essei A € A. Dann gilt
&p(la) =1-P{la =1} +0-P{l4 =0} = P(A)

(e) Sei a € R beliebig, sowie X = @ = a1lq die deterministische Zufallsvariable mit Wert a.
Dann gilt

EX)=a-1=a
5.3 Bemerkung. Im folgenden seien stets X, Y : () — R reelle Zufallsvariablen.
(a) Xist genau dann integrierbar (bzgl. P), wenn &(|X]) < co.
[Esist [ X, dP+ [X_dP = [|X|dP]
(b) Sind X und Y integrierbar, so ist auch X + Y integrierbar und es gilt
EX+Y)=&(X)+E(Y) (Additivitat!)

Bewes. Sind X,Y > 0, so wurde dies in Kor. 3.16 gezeigt. Sind 0 < Y < X = 0< X -Y und
damit

EX)=6((X-V+Y)=EX-Y)+E(Y) & EX-Y)=EX)-E).
Nun gilt (!):
X+Y):<Xi+Yy X+Y)-<X_+Y_
Xi+ Y, - (X+Y),=X_+Y_—-(X+Y)_
Daraus folgt:
EX+Y) = &((X+Y),) - &((X+Y))
=EX +Y) - (X + Y = (X+Y),) - (X +Y)
+E(X+ Y- - (X+Y))
=EX)+EYL) - EX) - E(Y-) = EX) +E(Y)
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(c) Ist X integrierbar und c € IR, so ist auch ¢ - X integrierbar und &(c - X) = ¢ - &(X).

Bewers. Hier nur fiir ¢ < 0: (anderer Fall analog!)

(¢ X)y =le| X-und (c - X)- = || X4
= - X)=&((c- X)) - &((c X)) = E(lel- X2) = &(lcl - X.)
= [dl(6(X-) = E(X2) = lel( = £(X) = (~eDEX) = e£(X)

(d) Sind X, Y integrierbar oder > 0 und gilt X <Y, so folgt &(X) < £(Y), denn
Y-X>0 = &Y-X)20 = EY)-6X)=6(Y-X)>0 = Beh.
(e) Ist X? integrierbar, so ist auch X integrierbar.
Bewess. Es gilt [X] < 2(1 + X?). Aus Teil (d) folgt
E(X)) < 1@@(1 +X?%) = 1, 1@@(XZ) < 00
T2 202
und die Behauptung folgt aus Bem. 5.3(a). m]

Im Fall von abzédhlbaren W-Rdumen oder Verteilungen mit Dichte gibt es einfachere Formeln
als Definition 5.1 zur Berechnung von &(X). Dazu benotigen wir:

5.4 Satz (Transformationsformel). Es sei (Q2, U, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. 0 eine o-Algebra
auf Q, X+ (Q,N) — (', W) eine Zufallsvariable und g : O — IR eine reelle Zufallsvariable. Dann
ist g(X) = g o X genau dann integrierbar bzgl. P, wenn g integrierbar bzgl. Px ist und es gilt

é”p(goX):fgdPX:fg(x)dPX(x)
BeweEis.

I) g nimmt endlich viele Werte an, also g = ):';:1 ajly, mitA; € W,
n n
= &p(goX) = Z faj Lixea; dP = Zaj P{X € Aj}
j=1 j=1

= ZO(]P)((A]) = fgdpx
j=1

II) g > 0 mef3bar. Nach Lemma 3.15 existiert eine Folge (g,) C £(A’) mit g, T g. Daraus folgt
gn © X T g o X und nach Bepro-LEvr (3.14) ist

gP(gOX):ngXdP:hm gnOXdP:hm gndPX:fgdPX
Wegen Satz 5.3(a) folgt daraus auch die behauptete Aquivalenz.

III) g beliebige Zufallsvariable. Wegen (g o X), = g+ o X und (g o X)_ = g o X folgt

p(g 0 X) = Ep(gs+ 0 X) = Ep(g- 0 X) = f9+ dPy — fg- dPy = fgdpx

5.5 Folgerung.

(1) Korollar. Es sei X eine reelle Zufallsvariable auf einem W-Raum (Q, U, P). Dann hingt der
Erwartungswert &p(X) nur von der Verteilung Px von X ab und nicht von der speziellen Wahl des
W-Raumes (Q, U, P).
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Bewes. Ist X’ : ()’ — R eine weitere Zufallsvariable auf (€', ', P’) mit P}, = Py, so folgt
aus Satz 5.4 fiir g = idR:

gp(X) = gp(g o X) = fld]R dPX = fld]R dpg(, = gpr(X’).
m}

(2) Korollar. Ist X eine Zufallsvariable, deren Werte simtlich in einer abzihlbaren Teilmenge A C R
liegen, so ist X integrierbar genau dann, wenn

Z | PIX = x} endlich ist
XeA

und es gilt
&r(X) = Z xP{X = x}

XeA
Beweis. I) Hat X > 0 nur endlich viele Werte, so folgt dies aus der Definition des
Integrals.

II) Wenn X > 0 die abzdhlbar vielen Werte xg, x1, ... annimmt, also X = ):]90:0 xj1a; mit
disjunkten Mengen A,

n

= X, :ijlAjTX
=0

Mit Berro-Levr (3.14) folgt

£(X) = lim £(X,) = lim Z x; P(A))

=0
=Y % P(X=x)=) xPX=x},
j=0 XeA

da A = {xo,x1,...}. Dax; > 0V j, folgt auch die im Satz behauptete Aquivalenz.

IIT) Ist X eine beliebige Zufallsvariable mit abzahlbar vielen Werten, so folgt die Behaup-
tung durch Zerlegung: X = X, - X_, A=A, UA_ mit

A, ={xeAlx>0}uU{0} und A_={xeAlx<0}uU{0}.

Daraus folgt

E(X:)= ) x-PX.=21= ) x-P{X=x]
XeA, XeA,

&(X.) = Z |- P{X_ = x} = Z x| - PIX = x}
XeA_ XeA_

= E(X) = E(X,) - EX) = 2 x-PIX = x} - Z x| - P{X = x}
XeA, XeA_
= Z x-P{X = x}

XeA

]
(3) Korollar. Es seien X eine reelle Zufallsvariable, deren Verteilung Px eine LEBesGuE-Dichte f besitzt

und g : R — Rmefbar. Dann ist g(X) = goX genau dann integrierbar, wenn f lg(0)|f(x) dAL(x) <
oo und es gilt

6(900) = [ o) f@ "o
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Beweis. Es sei Q das W-Maf$ auf R mit Dichte f, d. h.

Q(A) = f 1afdA'  fir A € B(R).

I) g nimmt nur endlich viele Werte > 0 an. d.h. g = Z;’zl xj1a; mitx; > 0und A; € B(R)
paarweise disjunkt.

j=1

=1

- f Y %14, f)dA () = f 9(x) f(x) A1} ().
j=1

[ —
9

II) g =2 0: Nach Lemma 3.15 existiert eine Folge (,) € E(B(R)) mit g, T g. Nach Berro-
Levr (3.14) gilt

[t [ie-tes [ ron'® [

da g,(x) f(x) T g(x)f(x) mitn — oo, da f > 0.
III) Ist g = g+ — g- beliebig, so gilt

fng=fg+dQ—f9dQ=f9+fdA1—fgfdA1
:fg.fd/\l

Wir wenden dies auf Q = Py an. Nach Satz 5.4 folgt

Sr(g o X) = f gdPy = f gdQ = f g0) - () dAL )

(4) Korollar. Falls X integrierbar ist und seine Verteilung die Dichte f hat, so gilt
500 = [ xfwdre

5.6 Beispiel.

(a) Essei X : Q — R eine Zufallsvariable mit geometrischer Verteilung G, (wobei p € (0, 1]).
Dann gilt E(X) = % 1.

In Anw. 4.19(c) hatten wir die negative Binomialverteilung A3, , auf IN mit der Zahldichte

k+1
/\Bz,p{k}:( i )pz(l—p)k JkeN

eingefithrt. = Y2 (k + 1)p*?(1 — p)* = 1.

= £X)=) kPIX=k =) kp(l-pf
k=0 k=0

1 oo (o]
= =Y k+DPPA-pF = Y p(1—p)
pk:O k=0
i1 _1_
p P1==-p v
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(b) Es sei X eine reelle Zufallsvariable mit Normalverteilung N, 2.

1) Seiu=0, 0> =1:

1 0 2 .
= &(X]) = \/?f Ixle™2*" dx = \/?f xe 1% dx
T J -0 TT JO

- e =L
TU

0 V21

also besitzt X einen Erwartungswert. Es folgt £(X) = 0.
2) p€R, 0% > 0beliebig: Setze X’ = % Nach Bsp. 3.20(b) hat X" eine Ny-Verteilung.

= 0=&X)= g(é(x -p) = %é"(X) - g & £X)=p.

(c) Esseinun X eine reelle Zufallsvariable mit der Caucny-Verteilung y,; die LEBescue-Dichte
ist dann

a
_ fR
e (e + x2) a

Trotz der Symmetrie um 0 ist der Erwartungswert aber nicht gleich Null. Wegen

< alx| a [ 2x
f —— dx:—f — 2dx
—eo TH(? + X?) nJy a’+x

—In(a” +x°)| =00
T 0

E(1X1)

existiert der Erwartungswert von X nicht.

(d) Essei X eine Zufallsvariable, die 8, ,-verteilt ist mit 7 > 1 und p € [0, 1]. Fiir n = 1 gilt nach
Bsp. 5.2(c): &(X) =p. Firn > 1 gilt: £(X) =n - p.

Sind Xj, ..., X;, unabhingige 8, ,-verteilte Zufallsvariablen, so ist nach Anw. 4.19(b) X =
% Z';:l Xj auch 8, ,-verteilt. Aus Korollar 5.5(1) und Bem. 5.3(b) folgt dann

500 =6®) =1 Y EX)=Y p=n-p
=1 =1

m|

Wihrend der Erwartungswert £(X) eine Aussage liber den mittleren Wert, den eine Zufallsva-
riable annimmt, macht, ist darin noch keine Information enthalten, wie weit die Zufallsvariable
von diesem Wert im Mittel abweicht. Dazu braucht man

5.7 Definition. Es sei X : QO — R eine Zufallsvariable auf einem W-Raum (Q, %, P), fiir die X?
integrierbar ist. (Man nennt X quadratisch integrierbar.) Die Zahl

Varp(X) = &p((X = & (0))

nennt man die Varianz von X.
Die Streuung von X ist

o(X) = /Varp(X);

diese Grofie hat die gleiche Dimension wie X.

5.8 Bemerkung.

(a) Wegen (X - é”p(X))2 = X2 -2&p(X)- X+ (é”p(X))2 und da nach Bem. 5.3(e) auch X integrierbar
ist, ist Varp(X) wohldefiniert und > 0.
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2
(b) Esist Varp(X) = &p(X2) - (£(X))

Vare(X) = &n((X = 5 (X0)) = &(X2 = 26(X) - X + (5(X)))
= 6(X2) — 26p(X)E(X) + (X))
= 502) - (500)

O

(c) Wie schon der Erwartungswert, hangt Varp nur von der Verteilung Px von X ab. Wir
schreiben kurz Var(X) statt Varp(X).

5.9 Beispiel.
(@) (vgl. Bsp. 5.2(a)) Fur die Augenzahl X eines Wiirfels gilt

6 2o

E(X?) =

N =

und damit
2 ﬂ 49 35

— 2y _ =
Var(X) = £(X?) - (£(X)) T D
Die Streuung betrédgt 0(X) = \/% ~ 1,708.

(b) Essei X B p-verteilt
2 2 2 2
= Var(X) = £(X3) - (6(X)) = 6X) - (X)) =p-p*=p(L-p)
(c) Ist X = a € R eine deterministische Zufallsvariable, so gilt £(X?) = a®> = Var(X) = 0. Dies

ist plausibel. Die Umkehrung wird in einer Ubungsaufgabe gezeigt.

(d) Ist X eine beschrinkte Zufallsvariable, d.h. |X| < B € R,, so existieren Erwartungswert
und Varianz von X.

(e) Fiir jede quadratisch integrierbare Zufallsvariable X gilt
Var(c- X) = ¢?- Var(X) fiiralle c € R.

(f) Ist X eine N, 2-verteilte Zufallsvariable, so gilt Var(X) = o

X—u
-

1 a 1,2
EX?) = sz APy = —f x?e 2 dx
v2n —0o0

Betrachte X’ = Dann ist X’ N, ,2-verteilt. Dann gilt

Nun ist
foo et dy = foo(—x)(—x) e 2 dx
=((—x)e—%x2)m —fm(—l)e—%xzdxz Von
Daraus folgt:

Var(X') = &(X’*) =1 und somit
Var(X) = g((X _ #)2) — éa(O'ZX/z) _ Gzéa(Xzz) - g2
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5.10 Satz (CaucHY-ScawaRrzsche Ungleichung). Es seinen X, Y quadratisch integrierbare Zufalls-
variablen. Dann besitzt die Zufallsvariable X - Y einen Erwartungswert und es gilt

|&(XY)| < E£(XY]) < VEX?) E(Y?).

Beweis. Essei A > 0 beliebig. Wegen

“2AXY + A2Y?2 = (X =AY >0 folgt XY < Lxeydye

2 2
und (da diese Ungleichung auch fiir —Y anstelle von Y gilt) es folgt
Lo, Ao
< —
IXY] < 5 /\X +5 Y-

Da die rechte Seite einen Erwartungswert besitzt, tut dies auch die linke Seite.
1 2y, A o2
= [EXY) < &(XY) < ﬁé‘)(X )+ Eé"’(Y )
1. Fall: £(Y?) = 0. Mit A — +oo folgt dann &(XY) = 0 und damit die Behauptung.

2. Fall: £(Y?) > 0. Setze A = /<)

&(Y?)
&)
£(Y2
> OIS — =) + 6 = VERD) £V
5 [202)
2007

Satz 5.10 ermoglicht folgende Definition:
5.11 Definition. Es seien X, Y quadratisch integrierbare Zufallsvariablen. Dann heif$t
Kov(X, Y) = £(XY) - &(X) £(Y)

die Kovarianz von X und Y. Die Kovarianz ist ein Maf fiir die affin-lineare Abhéngigkeit
zwischen X und Y. Falls Kov(X, Y) = 0, so nennt man X und Y unkorreliert.

5.12 Satz.

(a) Esseien X,Y quadratisch integrierbare Zufallsvariablen
= |Kov(X,Y)| < 4/ Var(X) Var(Y)

(b) Sind Xy, ..., X, quadratisch integrierbare Zufallsvariablen, dann existiert é"(( Z?ﬂ X]-)2) und es
gilt

Var Z X Z Var(X;) + 2 Z Kov(X;, Xk) (Formel von BIENAIMEE)
1<j<k

(c) Sind zusiitzlich die Zufallsvariablen unabhiingig, so sind die (X;) unkorreliert und
Var ( Z Xj) = Z Var(X;)
j=1 j=1
BewEIs.
(a) Es gilt Kov(X,Y) = &[(X — &X))(Y — &(Y))]. Aus Satz 5.10 folgt dann
|Kov(X, V)| = [£((X = £C)(Y = &(Y)))|

< JE(x - £0R)E((Y - £(IP)
Var(X) Var(Y)
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(b) Die erste Behauptung folgt aus (Z}?:o X j)z = Yjk=1 Xj Xk und Satz 5.10.
n n n 2
= Var() X)) = @@(( Y X]-)Z) - (5( Y Xj))
=1 =1 =1

=Y sy +2) sxixo - Y (6x)) -2 ) £x)Ex)
j=1

j<k j=1 j<k

= Z Var(X;) + 2 Z Kov(Xj, X).

j=1 j<k

Fiir den Beweis von (c) brauchen wir

5.13 Lemma. Sind X,Y integrierbar und unabhingig, so besitzt X - Y einen Erwartungswert und es
Qilt

EX-Y) = EX)- EY)

Beweis. Wir zeigen (scheinbar) etwas mehr als behauptet, nimlich

E((foX)-(goY))=E(foX)E(goY)
fiir alle mefsbaren f,g: R — R, falls entweder f, g > 0 oder f o X und g o Y integrierbar sind.

I) f,g nehmen nur endlich viele Werte > 0 an:

f(R) = {xl/- -~1xm}; H(IR) = {y1/~- -/}/n}~

Xjyk P{f o X =xj, go Y = yi}
1

E((foX)-(goY)) =

k

=

Xiyk P{f o X =x;} - Plgo Y = yi}

=1 k=1

ij{foX:xj}ZykP{goY:yk}
k=1

D= 5D 1D

I
—_

j
=&

—~

foX)E(goY)
1) f,g > 0. Wihle (f,), (9,) € EB(R)) mit f, T f, g, T 9. Nach Lemma 3.15 gilt dann
(fioX)(@uoY) T (foX)-(goY)
und nach Berro-Levr (3.14) folgt
E((feX)-(goV) = lim &((fu 0 X) - (guo V)
= lim €((f1 0 X)) - &((gn 0 V) = E(f o X)E(g 0 V)
1) Schreibe f = f, — f- und g = g, — g_ und benutze (II).

Mit f(x) = g(x) = |x| > 0 folgt &(XY]) = &(X))E(Y]) < oo, also ist X - Y integrierbar und
mit f(x) = g(x) = x folgt dann die Behauptung.

Beweis von Satz 5.12(c): Nach Lemma 5.13 ist
KOV(Xj, Xy) = éa(X]'Xk) - éa(X])g(Xk) =0 furj#k

Damit sind X, Xi unkorreliert und aus (b) folgt dann die Behauptung. m|
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5.14 Definition. Esseien X, Y quadratisch integrierbare reelle Zufallsvariablen. Dann heifst die
Zahl

— XD falls Var(X) > 0, Var(Y) > 0

Kor(X,Y) = Var(X) Var(Y)
0 , sonst

die Korrelation von X und Y.
5.15 Bemerkung.
(a) Wegen Satz 5.12(a) gilt -1 < Kor(X, Y) < 1.

(b) Wegen Satz 5.12(c) gilt fiir unkorrelierte und damit erst recht fiir unabhéngige Zufallsva-
riablen Kor(X, Y) = 0.

5.16 Beispiel. Essei X 8, ,-verteilt mitn > 1, p € (0,1). Dann gilt Var(X) = np(1 - p).

Beweis. Sind Xj, ..., X, unabhédngige B, ,-verteilte Zufallsvariablen, so hat nach Anw. 4.19(b)

die Zufallsvariable X = 27:1 X eine B, ,-Verteilung

=  Var(X) = Var(X) = Var ( i Xj) = i Var(X;) = np(1 —p),

j=1 =1
da nach Bsp. 5.9(b) Var(X;) = p(1 - p) gilt. O

5.17 Satz (TscueByscHEFFsche Ungleichung). Es sei X eine quadratisch integrierbare Zufallsva-
riable. Dann gilt fiir alle € > 0:

Var(X)

P{IX - 6(X)| > e} < —
&

BEwEIs.

Var(X) = &((X = £(X))?) 2 &(Lix-seopze - (X = EX))P)
N———

> 625(1{|X—5(x)\zs}) = &P(IX - £(X)| = ¢}
Daraus folgt die Behauptung. ]

5.18 Bemerkung. Die obige Ungleichung prazisiert die Verwendung der Streuung o(X) als
Maf fiir die Breite der Verteilung von X; die Wahrscheinlichkeit fiir eine Abweichung von
&(X) um mindestens c - 0(X) betrdgt hochstens clz

Setze ¢ = ¢ - 0(X)

< Var(X) 1
S 2ooX)? 2

= P{X-&X)=c- (X))

O

Einer der wichtigsten Satze der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist das von Jakos BErnouLLI etwa
1688 entwickelte Gesetz der grofien Zahl. Es macht eine Aussage zwischen dem Mittelwert

X, = % Y.i.1 X; der ersten n identisch verteilten Messungen und dem Erwartungswert &(X;).

5.19 Satz (Schwaches Gesetz der grofien Zahl). Es sei X;,X>,... eine Folge von quadratisch
integrierbaren und unkorrelierten Zufallsvariablen mit gleichem Erwartungswert yu = &(X,) und
beschrinkter Varianz Var(X,) < M fiir alle n > 1. Wir setzen

1 n
X =~ ZX"
i=1

fiir n > 1. Dann gilt fiir alle € > 0

P{X,—ul=e} =0 fiir n— oo
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g

=, 1y o Bsp 596 1 S vs520 1y 1 M
Var(X,) = Var(; E Xi) = ﬁVar( E Xl-) = 2 E Var(X;) < = ‘n-M= ”
i=1 i=1 i=1

Mit der TscuesyscHEFFschen Ungleichung (5.17) folgt dann
P{X, — ul 2 €} = P{IX, — £(X)| 2

M
&2

e}

1 — 1 .
<< Var(Xy) < = - = -0 fiir n — oo
e n

O

5.20 Bemerkung. Die in Satz 5.19 bewiesene Annaherung des Stichprobenmittels X,, an den
gemeinsamen Erwartungswert der Messungen X; bezeichnet man als stochastische Konvergenz:

(1) Definition. Es sei (O, %, P) ein W-Raum und Y, : Q — IR Zufallsvariablen. Weiter sei
Y : QO — R eine Zufallsvariable. Man sagt, daf3 Y,, gegen Y stochastisch konvergiert, falls fiir
alle € > 0 gilt:

P{lY,-Y|>e}—>0 furn—->
Wir schreiben in diesem Fall:

YHLY (n > )

(2) Bemerkung.

(a) Satz5.19 besagt, daB X, SN u fiir n — oo.

(b) In seiner urspriinglichen Form behandelt das schwache Gesetz der grofsen Zahl von
J. BErnouLLI den folgenden Fall:

Seien A1, Ay, ... € A unabhéngige Ereignisse mit gleicher Wahrscheinlichkeit p := P(A ]-)
und K,, die Anzahl der Erfolge unter den ersten n Ereignissen, d. h.

Ko@) =#j<nlweAj)= Z 14,()
=1

fir w € Q. Dann konvergiert die relative Haufigkeit % stochastisch gegen die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p = P(A;), d. h.
K, p ..
P fur n — oo

Sei X = 14,;. Dann sind die X; unabhéngig und haben die Verteilung Px; = 81 ,,.
Nach Satz 5.12(c) sind die X; unkorreliert und es gilt £(X;) = &(14;) = P(Aj) = p und
nach Bsp. 5.9(b) gilt Var(X;) = p(1 — p) =: M. Satz 5.19 liefert dann die Behauptung.

|

5.21 Anwendung (Numerische Integration, Monte Carlo Methoden). Essei f : [0,1] - R

mef3bar (z. B. stetig). Gesucht ist eine Ndherung fiir f01 f(x)dA (x).Ist f ,glatt”, d. h. hinreichend
oft differenzierbar, so ist

1 1
1 —
fo F@dN () = fo (9 dx
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und fiir dieses Riemann-Integral stellt die Numerik Quadraturformeln zur ndherungsweisen
Berechnung des Integrals bereit. Ist f nur stetig oder besitzt f sogar endlich viele Unstetig-
keitsstellen, funktionieren die klassischen Quadraturformeln schlecht. Das schwache Gesetz
der grofien Zahl liefert eine andere Methode:

Es seien X;: Q — [0, 1] unkorrelierte Zufallsvariablen mit Verteilung PX] = /\1|[0,1]. Dann gilt,
falls [ f2(x)dA}(x) < oo:

1y !
- Z FX) f f)dA'(x) fiir n - oo
n i 0
Beweis. Die Zufallsvariablen Y; = f(X;) sind wegen der Transformationsformel 5.4

1
600 = [ Poirxe = [ Poire <o

quadratisch integrierbar und unkorreliert. Es ist
1 1
600) = 6(70%) = [ fwaps = [ fwane =
Weiter ist
2 1 1 2
Var(yj)zg(yf.)—(g(yj)) = fo FA) A @) - ( fo f)dA'(x) =M < oo

Nach Satz 5.19 gilt dann:

n n 1
O IEEDWEOETY IR IISE
=1 =1 0

Fiir den Fehler ergibt sich aus dem Beweis von Satz 5.19 die Abschétzung;:

P{’%Zn:f(xj)— fol fOf ) dA )| = e} < % : é[fol fz(JC)d?\l(JC)—(fo1 f(x)dAl(x))z]
=1

O
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KAPITEL 6

Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Wenn wir zuséatzliche Informationen iiber ein Experiment besitzen, dndert sich fiir uns die
Wahrscheinlichkeit, mit der wir ein bestimmtes Ereignis einschétzen. Ein extremes Beispiel ist,
wenn wir bereits wissen, dafs ein Miinzwurf Wappen ergeben hat, dann werden wir aufgrund
dieser Information P{W} = 1 annehmen.

Oder hat man beim Skat drei Buben auf der Hand, so wird man die Wahrscheinlichkeit, daf
im Skat genau ein Bube liegt, nicht mehr so hoch einschétzen, wie vor dem Aufnehmen der

_ Q@) _ 0G)

Karten (311 = ® vor dem Aufnehmen gegentiiber 11—1 = ® danach).

Dieses Phinomen wird durch den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit beschrieben.
6.1 Definition. Es seien (Q, %, P) ein W-Raum und A, B € A mit P(B) > 0. Dann heif3st die Zahl
P(ANB)

P(B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter B. Sind X : Q — Qo und Y : Q — Q; Zufallsvaria-
blen, sowie A, B Ereignisse der Gestalt A := {X € A’} bzw. B := {Y € B’}, so schreiben wir auch
P{X € A’|Y € B’}

P(AIB) :=

6.2 Beispiel.

(a) Aus einem Skatspiel werden nacheinander zwei Karten gezogen (ohne Zuriicklegen).

A £ ,die zweite Karte ist ein As”
B £ ,die erste Karte ist ein As”
B¢ £ | die erste Karte ist kein As”.
Dann gilt
P(A|B) = 3. 0,097 P(A|B) = 2 0,129
T3 T3 T

Bewers. Sei Q) = 7’[21""’32}, P =Lq, A =1P(Q). Dann ist
A= {(a)l,wz) € Q| Wy = 1,9, 17,25}
B = {(w1,w2) € Ql w1 =1,9,17,25}
B = {(w1,an) € Qlwy #1,9,17,25}
Es ist
#Q =32-31 =992, #B =4-31 =124,
#B° = 28-31 = 868, #ANB)=4-3=12 und
#ANB)=28-4=112
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(b) Ein Experiment, das mit Wahrscheinlichkeit p € (0, 1) gelingt, wird n mal wiederholt. Es
seien S die Anzahl der Erfolge und T die Nummer des Experimentes, bei dem zum ersten
Mal Erfolg eintritt (T = n + 1, falls kein Erfolg eintritt). Dann gilt (die plausible Tatsache)

P{Tzlezl}:% firalle k<n

Das heifst, wenn man weifs, daf8 ein Erfolg eingetreten ist, dann ist der Zeitpunkt der
Erfolges gleichverteilt auf allen Moglichkeiten.

Es gilt Ps = 8,,, und somit

P(S=1} = B,,{1} = ()p 1-p)" " =np-p)y

Weiter gilt P{T =k, S = 1} = p(1 — p)"~

PT=kS=1 pl-p™' 1

P{T=kS=1}= 4 = i
= PT=KS=1=—Fe" npl—py1  7n
O
6.3 Eigenschaften. Esseien A, B € A mit P(B) > 0.
(a) Durch U 5 C  P(C|B) wird ein W-Maf auf (QQ, %) definiert mit P(B|B) = 1, P(B°|B) =0
Beweis. Essei Q(C) = P(C|B) fiir C € A. Dann ist
QQ) = PQnB) =1 d.h. WM; aus Definition 1.17
P(B)
Sind C,, disjunkte Mengen aus 2, dann sind C, N B disjunkt und es folgt
(o] (e8] 1 (e8]
Q<nU1C” P(B) BN L:ch P(B) U(Bnc ) = P—Z (BNCy))
P(BNC,)
= Zl TE) Z Q(Cy)
O
(b) A und B sind genau dann unabhingig, falls P(A|B) = P(A) gilt.
Beweis. A, B unabhingig
o P(ANB)=PA)-PB) & PA)= % = P(A|B)
O

(¢) (Umkehrformel)

P(AIB) - P(B)

PBIA) = =5

(d) Sind Ay, Ay, ..., A, €, so gilt:
n
P( ﬂAk) = P(A1) - P(A2A1) - P(A3lA1 N Ag) - ... - P(AuAT N ... N Ayli)

Dabei gilt diese Gleichheit auch in dem Fall, daf einige der auftretenden bedingten Wahr-
scheinlichkeiten nicht definiert sind, wenn man folgendes setzt: 0 - undefiniert = 0.
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1.Fall P(A1N...NAy) >0ftrallek=1,...,n—1:
= P(Al) -P(AzAy) - ...- P(An|A1 n... ﬂAn_l)

_P(A)'P(AlnAZ)'P(AlnAzmA3). . P(Alﬂ...ﬂA,,)
A Ay T PAINA) T PN N AL
—P(AIN...NAy)

2.Fall P(A1N...NAy) =0flreink=1,...,n:
= PAIN...NA,)) <PA1N...NA) =0 = linke Seite

und die rechte Seite ist null nach obiger Konvention.

m|
6.4 Satz (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit, Formel von Bayes). Es seien By, B, ...
disjunkte Ereignisse und A c \J,,_, By. Dann gilt
S , P(By) P(A|Bx)
P(A) =) P(B,)P(A|B,) und (im Fall P(A) > 0) P(BlA) = =x
Z; T L P(B,) PAIB,)
Beweis. Esist
P(A) = P(AN U B.) = P( U(A NB,)) = Z P(ANB,) = Z P(B,) P(AB,);
n=1 n=1 n=1 n=1
diese Formel ist auch im Fall P(B,) = 0 giiltig, wenn man 0 - undefiniert = 0 setzt.
Ist P(A) > 0, so gilt nach der Umkehrformel
P(By) P(A|By) P(By) P(A|By)
P(BxlA) = = ==
B = ="p@) = T PG PAIB,)
]
6.5 Beispiel.

(a) (Signaliibertragung) Uber einen Datenkanal wird eine Folge von Bits iibertragen. Durch
Storung werden eine gesendete 0 mit Wahrscheinlichkeit ¢y als 1 und eine gesendete 1 mit
Wahrscheinlichkeit £; als 0 empfangen.

Das Verhiltnis der Anzahl der gesendeten Einsen zu der der Nullen betrage o. Wie grof ist
die Wahrscheinlichkeit, dafy das tibertragene Bit korrekt ist, wenn wir 0 bzw. 1 empfangen
haben?

A; & ,jiwerde gesendet” B; £ i wird empfangen”

Dann wissen wir:
P(A1)

P(B1]Ao) = €, P(BolA7) = €1, sowie PAg) 0

Die Formel von Baves liefert

P(Ao) P(BolAo)

-1
P(Ao|Bo) = _(1+PM0_P®w%)

P(Ao) P(BolAo)

~ P(Ag) P(BolAo) + P(A1) P(BolA1)
Da P(BylAg) =1 - P(B1|Ao) = 1 — &0

oer \
P(Ap|Bpy) = |1
(AolBo) = ( +1_€J

Analog:

-1
P(A41]B1) = (1 + —e) 61))
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(b) (Lebensdauer eines Bauteils) Ein besonders einfaches Modell fiir die (zuféllige) Zeit T
bis zum Ausfall eines Bauteils besteht in der Annahme, dafd das Teil, wenn es eine be-
stimmte Zeit ¢ iiberstanden hat, danach mit der gleichen Wahrscheinlichkeit eine weitere
Zeitperiode s durchhailt, wie direkt nach dem Einbau.

Essei T: Q — IN die Zufallsvariable, die die Lebenszeit beschreibt. Dann muf3
P{T>s+tT>t}=P{T>s} Vs telN (*)

gelten. Man nennt dann die Verteilung von T gediichtnislos.

Behauptung. Es gilt Pt = G, fiir ein p € (0, 1).
Beweis. Sei F(t) = P{T > t}. Dann folgt:

F(s + 1)
F(t)

= F(s) Vs, t € N mit F(t) > 0.

Daraus folgt
F(s+t)=F()F(s) Vs,teN.
Seip=1-F(1)
= F®)=F1+(t-1)=F1)F(t-1)=FQ1)
=(1-p) VteN
Wegen lim F(#) = im PT > ) = 0= p € (0, 1].
= Pr{t}=P(T=#=P{T>t-PT>t+1)
=Ft)~F(t+1)=(1-p)-1-p™
=(1-p'(1-A-p)=pd-p) =Gt}

Sei umgekehrt Pr = G,,.

)

= PTz#=) pd-pf=pi-p' ) (a-pt
k=t k=0
=(1- f;= 1-p)
1 P)Pl_(l_p) (1-p)
P{T >t + s}
P(T > t}
=1-p)™A-p)" =1 -py=P(T =5

= P{T>t+s|T>t}=

ENDE VON KAPITEL 6




KAPITEL 7

MARKOFF-Ketten

In diesem Kapitel untersuchen wir zuféllige zeitliche Prozesse, deren zukiinftige Entwicklung
zwar von der Gegenwart, nicht aber von der Vergangenheit abhingt. Dabei ist die Zeit durch
die diskrete Menge IN beschrieben und die moglichen Zustdnde des Prozesses liegen in einem
abzahlbaren Zustandsraum I.

7.1 Beispiel. Es sei (D1, D»,...) eine Folge identisch verteilter unabhédngiger Zufallsvariablen
mit Werten in Z und X, = 271:1 D;. Wir bezeichnen einen solchen stochastischen Prozef3
(Xo,X1,...) als Irrfahrt auf I = Z. Im Spezialfall P{D; = +1} = P{D; = -1} = % sprechen wir
von der einfachen symmetrischen Irrfahrt. Es ist wegen Xy41 = X + Diysq Klar, daf$ der Zustand
zum Zeitpunkt m + 1 nur vom Zustand zum Zeitpunkt m abhangt, aber nicht von der weiteren
Vergangenheit, denn D, ist nach Voraussetzung von X,, unabhéngig.

7.2 Beispiel (Rechner mit ¢ > 1 Prozessoren). Der Scheduler teilt — solange noch Prozessoren
frei sind — jede ankommende task einem freien Prozessor zu, der diese dann vollstindig
abarbeitet. Sind keine Prozessoren mehr frei, wird die ankommende task in eine Warteschlange
mit der Kapazitit m > 0 gesetzt; ist auch diese voll, wird die task abgewiesen. Zur Beschreibung
des Zustands des Systems verwenden wir die Zahli € I := {0,1, ..., c+m} der tasks, die gerade
bearbeitet werden oder warten. Das heifit im Fall i < ¢ werden neuankommende tasks sofort
bearbeitet; im Fall ¢ < i < ¢ + m in die Warteschlange gesetzt und im Fall i = ¢ + m abgewiesen.
Auch hier ist plausibel, dafy der Zustand X,,,+1 des Systems zum Zeitpunkt m + 1 nur von X,
abhingt, aber nicht von der weiteren Vergangenheit.

7.3 Definition. Essei (X, Xj, ...) eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in einer endlichen
oder abzédhlbar unendlichen Menge I. Dann heifst (Xo, X1, . . .) eine (zeithomogene) Markore-Kette
mit Ubergangsmatrix (oder Ubergangskern) K = (Kij); jer € M(R, 1, 1), falls fiir alle m € N

Py =1 Xo=ido, Xo =d1,..., Xiw = im} =K,
fur alle j € I und alle iy, ..., i, € I gilt, bei denen die bedingte Wahrscheinlichkeit definiert ist.

Die Markorr-Eigenschaft besteht also darin, dafs der Zustand zum Zeitpunkt m + 1 von der
Vergangenheit nur iiber den unmittelbar vorhergehenden Zustand X;, abhéngt. Die zeitliche
Homogenitét driickt sich dadurch aus, dafs der Ubertragungskern K nicht von m abhangt.

7.4 Beispiel. Bei der Irrfahrt aus Bsp. 7.1 gilt fiir alle i, . . ., i, j € Z (falls wir X := 0 setzen):
P{Xm+1 = j/ X = imz cey Xoi= 10}
=P{Xo =iy, D1 =i1—1dp, Da=ip—i1, ..., D1 = j = i}

m
= 6o [ [ PIDk = ik = ika} - PIDyir = j = i)
k=1
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m

P{Xu = i -, Xo := i} = 8igo | | PADe = it = ik}
k=1

= Falls P{X,, =i, ..., Xo:=1ip} >0
= PXun=jlXo=1do, ..., Xu = im} = P{Dpy1 = j—in} = P{D1 = j —in} =: K,
= Irrfahrt ist Markorr-Kette.
7.5 Satz. Es sei (Xo, X1, ...) eine MArRKOFF-Kette mit Ubergangsmatrix K.
(a) Es gilt P{Xyu41 = jl Xin = i} = Kjj fiir allem € N und i, j € I mit P{X,,, = i} > 0.
(b) Fiirallei € 1,50 dafd P{X,, = i} > O fiir mindestens einm € N gilt Kij > 0 ¥ j € [und } ;e Kij = 1.

(c) Es sei (0;, i € I) der durch o; := P{Xo = i} definierte Zeilenvektor, der die Startverteilung
beschreibt. Dann gilt fiir alle m € IN

P{X,, =i} = (cK™);,
(wobei K™ = K - ... - K die m-te Potenz von K ist).

BEwEIs.

(a) Mit der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit (Satz 6.4) und Definition 7.3:
P{Xm+l = j/ Xm = 1}
= Y PXwa=j Xu=i Xpa =in, o, Xo = o)

iO/m/im—leI

= Y K PXu =i, Xt =i, oo, Xo = o
10+ im-1 €1

= K- P{X, = i}.

(b) Nach Eig. 6.3(a) ist M - P{X,,+1 € M| X,,, = i} ein W-Maf auf I, falls P{X,, =i} > 0.
(¢) Induktion nach m:
m=0: K== P{XO = Z} = (UKO)Z' = (GI),‘ = 0;.
m — m + 1: Mit der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit und Teil (a) gilt:
P{Xm+1 = ]} = ZP{Xm = l} . P{Xm+1 = j|Xm = 1}
i€l

= Z(GKm),‘ K,‘]‘ = (GKmH)]‘.

iel

7.6 Bemerkung.

1. Die Ubergangsmatrix K = (K;;) 1at sich durch einen bewerteten Graphen beschreiben,
wobei die Knoten gerade die Zusténde i € I sind und die gerichtete Kante von i nach j
die Bewertung K;; bekommt. Kanten mit K;; = 0 werden dabei weggelassen.

Beispiel: I = {1,2,3}
Kz Kos
{Kll Kiz 0]
0 0 Kxn Kn K33
0 K2 Ks
Kz,
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2. Satz 7.5(c) erlaubt es uns, die Verteilung von X,, durch den Vektor ¢ - K" ihrer Zdhldichte
auszudriicken. Insbesondere beschreibt ¢ die Startverteilung des Prozesses, d.h. die
Verteilung von Xj.

3. Die Eigenschaft der Ubergangsmatrix aus Satz 7.5(b) driickt man kurz dadurch aus, da8
man K zeilenstochastisch nennt. Dabei kann man auch ohne die Giiltigkeit der Voraus-
setzung P{X,, = i} > 0 fiir ein m € IN 0.B.d. A. K als zeilenstochastisch annehmen, da
im Fall P{(X,, =i} = 0 Vm € N der Zustand i € I nie getroffen wird und wir I \ {i} als
Zustandsraum wihlen kénnen.

4. Sind K, L € M(IR, I, I) zeilenstochastisch, so ist auch K - L zeilenstochastisch:
Fir i k € I gilt

(K- L)y = ZKijL]'k >0 und
jel

Y (K-Dx=Y Y KjLy=Y Ky Lyg=) Kj-1=1

kel kel jel jel kel jel

7.7 Beispiel. (vgl. Bsp.7.2) Rechner mit c > 0 Prozessoren und Warteschlange der Lange m > 0.
Wir nehmen an, daf$ pro Zeiteinheit die Wahrscheinlichkeit fiir die Beendigung einer bestimm-
ten task u > 0 ist. Mit Wahrscheinlichkeit A > 0 tritt neue task ein. Diese Wahrscheinlichkeiten
seien unabhingig von der Vorgeschichte.

Weiter nehmen wir an, daf8 die Zeiteinheit so klein ist, dafs das gleichzeitige Eintreffen bzw.
Fertigwerden vernachléssigt werden kann; insbesondere soll A + cu < 1 gelten.
Es bezeichne X, den Zustand des Systems und I = {0,1,...,c + m}. Die Ubergangsmatrix

(Kij) = k konnen wir nun mit Satz 7.5(a) berechnen:
Fur 0 <i<cgilt:

iy j=i-1
K = A j=i+1
YU -A-iu j=i

0 sonst

Firc<i<c+m:

cu j=i-1
K = A j=i+1
YN -A-cu j=i

0 sonst

und fiiri = c+m:

cu j=c+m—1
Keymj=ql—-cu j=c+m
0 sonst

= K= (Pt = X = 1)

1-A A 0 0
1-A-pu A 0
=1 0 2u 1-A+2u A 0
0 0 cu 1-A—-cu A
0 0 0 cu 1-cu
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7.8 Satz (MARKOFF (1907)). Es sei (X,)neN eine MarRkorE-Kette mit endlichem Zustandsraum [ und
Ubergangsmatrix K. Es existiere ein N > 1, jo € I, so daf Kg{) > 0 fiir alle i € 1. Dann gibt es eine

Zihldichte 7t € R mit
PX, =1} »m fiiralleiel,
und T ist unabhingig von der Startverteilung.

Bewers. Da I endlich ist = ¢ := min;g K;I;]U > 0.
Wir betrachten den vollstdndigen metrischen Raum

Z = 1} mit d(m, ) := Z |7ti — oil.

iel iel

X::{ne]R’+

Dannist¢: X — X, ¢(0) = oK eine Kontraktion (d. h. d(¢(0), p(n)) < d(o, 7).
Wegen Y /(i — 0;) = 1 = 1 = 0 gilt fiir pN(0) = oKN:

dip™(m), N (a) = Y Itk = (oK1 = Y| Y (i - oK)

jel jer i€l

< Z Z 7t — oil Kfj + |Z(ﬂi - Qi)KII-}[O
jeNto} el iel

= 2 Z Imi — il K} + |Z(Tli — o)(KJj, — 5)'
jel\{jo) i€l iel

<Y Imi—al( ) K —¢) = (1-¢) d(m, g).
iel i€l

Mit dem Banacnschen Fixpunktsatz konvergiert also p*V(0) = cK*N unabhingig vom Startwert
o gegen den eindeutig bestimmten Fixpunkt 7 von ¢N. Wegen ¢ (p(n)) = ¢(¢N (1)) = ¢(n)
und der Eindeutigkeit folgt ¢(n) = m. Da ¢ Kontraktion

= d(p(o), 1) = d(9(0), p(m)) < d(o, )
und somit fiir n > kN:
d(g"(0),m) < d(@™(0), 1) 2 0 (1 - )
d.h. oK" - 7. O
7.9 Korollar. Unter den Voraussetzungen von Satz 7.8 gilt K" — K, wobei
o —

K=

[

Beweis. Fiir [ € [ sei (e))ier = (O1)ier. Dann ist ¢ eine Startverteilung und nach Satz 7.8 gilt
e)K" — 1, wobei 1t unabhiéngig von I € ['ist. Fiiri € I, [ € I gilt dann:

(elK")i = KZ - T, d.h.

K'—>KundK;em; Vl,iel ]

7.10 Satz. Es sei K € M(R, I, ) eine zeilenstochastische Matrix und o € RL eine Startverteilung,
fiir die m = lim,,_,o, 0K" existiert. Dann ist 7 eine Zihldichte (d.h. m; = 0; Y.,y 7t; = 1) und es gilt
n-K=m.

Bewers. (Hier nur fiir endliche I) Nach Satz 7.5(c) ist ¢ - K" eine Zdhldichte fur allen > 1= n
Zahldichte. Es ist

7K = (lim 6K") - K = lim K" = 1t
n—00

n—oo
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7.11 Satz. Es sei 1 ein stationdrer Vektor einer Markorr-Kette (X, X1, .. .) mit Ubertmgungsmatrix
K und Startverteilung P{Xo = i} = m Vi € I. Dann gilt

P{Xy =i} =m firallemelN, iel

Beweis. 7 stationdr & - K = 7. Durch Induktion folgt 7 - K" = 7. Aus Satz 7.5(c) folgt dann
die Behauptung. m|

7.12 Beispiel. (vgl. Bsp. 7.7) Wir wenden Satz 7.8 auf die Ubergangsmatrix K in (7.7) an. Da K
eine Drei-Band-Matrix ist, folgt KZNJ0 > Oftirallei € I und jedes jo € [ fiir N = c+m—1.Nach (7.8)
existiert also eine eindeutige stationdre Verteilung 7, die nach Satz 7.10 das Gleichungssystem
- K=mflir = (n,..., Term) erfillt

um=ATyg
k+Dpumer=A+kp)me —Ame, fur 1<k<c-1
U =A +kp)yme—Amey,  furc<k<c+m-1
CU Tleqm = A Tleym—t

Sei g = ﬁ Dividiert man durch p > 0, folgt

k k

Ty = 0_7_[0 fur k<c und Ty =

= =—my firc+1<k<c+m.
k! clck

Da Y& m; = 1 folgt

o
—_

k

TCOZ( Q—'+

: c
0

S

co1- (g)nﬁ—l 4
r e )
c

o~
Il

Interpretation. Die Zahl g = ﬁ gibt an, wieviel mal mehr tasks ankommen als ein Prozessor
bearbeiten kann.

(i) Im Uberlastfall o = cistmy < Tt = Der Zustand ¢ +m hat die grofite Wahrscheinlichkeit;
das System lehnt wegen Uberlastung also in der Regel die tasks ab. Vergroflern der
Warteschlange niitzt hier nichts.

(ii) Ist o < ¢, soistder Zustand mit der hochsten Wahrscheinlichkeit 7ty fiir k = [g] < c erreicht,
also im Bereich, wo noch Prozessoren frei sind. Im Bereich der Warteschlangenplitze {c +
1,...,c+m} nehmen die Wahrscheinlichkeiten exponentiell ab, und zwar umso schneller,
je kleiner ¢ ist. Man kann also die Warteschlange umso kleiner dimensionieren, je kleiner
dieser Quotient ist.

ENDE VON KAPITEL 7
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